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Page 56, ligne 13 au lieu dei m{m- i)[E{x)Y lire: ^^ ^[S(«)]*. 



VERBESSERUNGEN. 



« Seite 19, Zeile 13 und 19 statt X lies: ^. 

Seite 78, Zeile 5 statt Z(— i)*. «?*.(«+ i)*-' lies: SIjaC— i)* .a?*, (a; + O*""*- 
Seite 84, Fussnote, Zeile 3 statt i + a-ra* lies: i + a + a*. 



Ober summen von grössten ganzen 



VON 

JACOB HÄCKS 

in BONN. 



Stellt man sich die Aufgabe, mit zwei ganzen Zahlen a und b die 
Division mit zugehöriger R^stbestimmung auszuftihren, so tritt sofort der 
Begriff der grössten in eincr Zahl enthaltenen ganzen Zahl auf. Der 

Quotient mit Vernachlässigung des Restes, ist die grösste in der Zahl 7 

enthaltene ganze Zahl. Diese Operation, .zu deren Bezeichnung man ein 
besonderes Zeichen eingeföhrt hat, findet in den verschiedensten Zweigen 
der Zahlentheorie vielfache Anwendung. Es sind insbesondere Summen 
von grössten Ganzen, welche in der Zahlenlehre von grosser Wichtigkeit 
sind. Man denke nur.an die Ausdrticke för die Summen von Divisoren 
sowie an den Algorithmus im dritten GAUSs'schen Beweis des Recipro- 
citätsgesetzes fttr die quadratischen Reste. 

Betrachtet man nun diese Summen von grössten Ganzen, so fällt ein 
characteristischer Unterschied ins Auge. Gewisse Summen von grössten 
Ganzen, und zwar namentlich diejenigen, welche in der Lehre von der 
Teilbarkeit der Zahlen auftreten, sind so beschnflfen, dass die vinter dera 
Zeichen befindliche Function mit wachsendem Argument fortwährend 
abnimmt, während andere, z. B. die in der Theorie der quadratischen 
Reste auftretenden Summen von grössten Ganzen die Eigenschaft haben, 
dass die unter dem Zeichen befindliche Function mit wachsendem Ar- 
gument fortwährend zunimmt. Diese Unterscheidung ist fOr specielle 
Fälle schon von Zeller gemacht worden. Zeller untersiicht nämlich 
in der Abhandlung Vber Summen von grössteyi Ganzen bei arithmetischen 
Reihen (Nachr. d. K. Ges. d. Wissensch. zu Göttingen 1879, p. 243) 
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2 Jacob Häcks. 

zunächst Summen der zweiten Art und sagt dann, indein er zn der Un- 
tersuchung von Summen der ersten Art öbergeht: DDiese Reihen haben 
mit den oben besprochenen das geniein, dass es sich dabei um eine Siimme 
von grössten Ganzen handelt, wobei der Fortschritt zwischen den einzelnen 
Gliedern durch eine arithmetische Reihe bestimmt wird; aber während 
dort die Bvnchzähler iind damm auch die Brtlche selbst eine arithme- 
tische Progression bilden, so ist nun das letztere bei den Bruchnennern 
der Fall ohne Verilnderung des Zählers und die Einzelbrttche sind reci- 
proke Werte einer arithmetischen Progression öder mit anderen Worten 
— und hierin scheint gerade die Eigentttmlichkeit dieser Art von Reihen 
zu bestehen — die Bröche, deren grösste Ganze zu summieren sind, 
bilden nicht eine arithmetische, sondern eine harmonische Reihe.» Die 
beiden Arten von Reihen unterscheiden sich eben dadurch, dass die Glieder 
der einen Art mit wachsender Stellenzahl zjinehmen, während die der 
andern Art das entgegengesetzte Verhalten zeigen. Dass der hervor- 
gehobene Unterschied nicht bloss äusserlicher Natur ist, sondern in der 
That das Wesen der Sache trifft, wird sich im Verlaufe der vorliegenden 
Arbeit ergeben. Demgemäss teilen wir dieselbe in zwei Abschnitte, und 
stellen an die Spitze eines jeden Abschnitts einen allgemeinen Satz, von 
denen der erste von Lejeune-Dirichlet herrtihrt, während der zweite 
nach Analogie des DiRiCHLET'schen Satzes gcbildet ist. 

Wir folgen, der von Gauss {Theorematis arithmetici demonstratio nova, 
Gauss' Werke, Bd. 2, p. 3) eingeftthrten Bezeichnungsweise, nach der 
[x] die unmittelbar unter x liegende ganze Zahl darstellt. Ftir den Fall, 
dass X eine ganze Zahl ist, definieren wir \x\ =x. Die französischen 
Mathematikér gebrauchen statt der eckigen Klammern das Zeichen E{x) 
(Legendre, Théorie des nomhres, p. 10: »rentier le plus grand contenu 
dans la fraction xy>). 
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1. 

Cber Summen ron f/rössten Ganzen ron Fnncffonswerten^ bet denen 
dle Fanction mit wachsendem Argument fort wd hr end ubnhnmt. 



§ I- 

Es sei y = f{x) eine Function, welche imnierfort abnimmt, während 
X von X ^= fl bis .r = p wächst. Dann hat die durch Uinkehrung aus 
y = A-^) cntstehende Function ;r = t\y) offenbar die Eigenschaft, gleich- 
falls imrner abzunehnien, walirend // von y = f^p) bis y = f{/i) wächst. 
Sind nun /i und jj ganze Zalilen und setzt nian zur Abkttrzung [f{/JL)\ = v, 
\f{p)\ == q, so ist in der Reihe 

^ = \Mi i/'(/i + o:, . • • , [fM^ .... \f{p)\ = <i 

jedes Glied grösser öder wenigstens nicht kleiner als das folgende. Nun 
entsteht die Frage: Welche Glieder der Reihe sind einer gegebenen 
zwischen y und q liegenden ganzen Zahl t gleich? Es sei 5 der Zeiger 
desjenigen Gliedes, welches >^ t ist, wRhrend das folgende < t ist. Dann 
gelten die Ungleichheiten 

[/•(«)! >^ f{s+i)\<t, 

oder 

f{s)>t, f[s+ i)<t. 

Hieraus folgt kraft der ttber die Function f{x) gemachten Voraussetzung 

s < F{t), « + I > F{f), 
oder 

s .^ iF(/)|. 

Ebenso findet man, dass der Wert t + i noch demjenigen Gliede zukomnit, 
dessen Zeiger s' = [F{t + i)), dem folgenden aber nicht mehr, und es 
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ergibt sicli, dass die Glieder, denen der Wert t zukornmt, der döppelten 
Bedingung genUgen missen 

s>\F{t+i)\, s<[F{t)l 

FUr t = ]^ erliält die erste Bediiiguiig die Gestalt 5 >/i, fttr t = q lautet 
die zweite Bedingung s <p. 

In die Sprache der Geonietrie Obersetzt heisst dies: Wenn eine 
Curve y = f{x) nuf einer gewissen Strecke in Bezug auf die positive x- 
Axc fortwährend nach unten geneigt ist, so ist sie auch auf derselben 
Strecke in Bezug auf die positive Seite der y-Axe fortwährend nach 
unten geneigt. Zieht man durch die Punkte x = /i, fi -\- i, . . . , JJ — i, 
p Parallelen zur. //-Axe, so wird die Anzahl der auf den von der Ab- 
scissenaxe urid der Curve begrenzten Stucken dieser Parallelen liegenden 
Punkte mit ganzzahligen Coordinaten (Gitterpunkte) ura so kleiner, je 
weiter sich die Parallelen von der y-Axe entfernen; wenigstens ist es 
unmöglich, dass eine Parallele, welche der Ordinatenaxe näher liegt, als 
eine andere, weniger Gitterpunkte enthalt, als diese. Etwaige auf der 
Curve selbst liegende Punkte mit ganzzahligen Coordinaten sind natörlich 
zu den Gitterpunkten mitzurechnen. Die einzelnen Glieder der Reihe 

[Ml [/•(/*+ 0]. •••» [A*)]. •••; \f(p)\ 

werden offenbar dargestellt durch die Anzahl der auf den entsprechenden 
Parallelen liegenden Gitterpunkte. Ein gegebener Wert t koinhit den- 
jenigen Gliedern zu, deren Zeiger s auf der Abscissenaxe zwischen den 
Durchschnittspunkten derselben mit den Geraden x=^F{t) und x=F{t'{'i) 
liegen. Sollte F{t) einen ganzzahligen Wert besitzen, so ist derselbe mit- 
zurechnen, während ein ganzzahliger Wert fttr F{t + O auszuschliessen ist. 

In dieser geometrischen Deutung leuchtet die Wahrheit der bis jetzt 
aufgestellten Behauptungen unmittelbar ein. 

Betrachtet man jetzt die Summe 

wo ^{s) eine ganz beliebige Function ist, so sieht man, dass derjenige 
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Teil der Suinine, in welchem [f{s)\ cincn und denselben Wert t hat, wenn 
g < t < v ist, den Ausdruck hat 

t\nm\ - nnt + o]}» 

wo ¥^'(5)=X^(5) ist. Die Partialsummen, welchc den Werten < = v 
und < = j entsprechen, ha ben resp. die Werte 

und 

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen von den 
beiden Gliedern — ^^^{iJi) und (iV'\p) jedes Glied V''[F(5)] mit der posi- 
tiven Einheit multipliziert; es ergibt sich also die Gleichung 

(O ^\m\<f{s) - qnp) - vv-(/i) + iiws)\. 

;*+! 9 + 1 

Setzt man in dieser Gleichung ^{s) = i , so wird ¥''(5) = 5, und es 
kommt 

(2) * i[f{s)\=gp->,ji + i\F{s)]. 

Addiert man in (i) und (2) auf beiden Seiten resp. die Ausdrttcke 



/t 



l:[f{s)]^{s) und i:\f{s)\, 



(3) J:^/{s)\^{s)=qV'-{p)-un/i) -^T[f{s)Ms) + Tr\F{s)]; 

1 . 1 Q+l 



SO ergeben sich die weiteren Gleichungen 

(4) . i\f{s)] ^ qp - v Ii +hf{s)] + ims)\. 

Konstruiert man die Curve y = f{x) und zieht in den Entfernungen fi 
und p Parallelen zur y-Axe, in den Entfernungen f{p) und /*(//) Paral- 
lelen zur rc-Axe, so genttgt der Anblick der Figur, um uns von der 
Richtigkeit der Gleichungen (2) und (4) zu tlberzeugen. 
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Wir haben diesen von Dihiciilet in der Abhandlung IJber ein die 
Division betrefjendes Problem (Cuelle's Journal Bd. 47, p. 151) bewie- 
senen Satz mit seineni Beweise hier reproduziert, weil derselbe fttr das 
folgende von so grosser Wichtigkeit ist. 



§ 2. 

Bezeichnet f{m) die Anzahl, g{m) die Sunirae der Divisoren der Zahl 
nij und setzt man 

go hat man die bekannten Gleichuiigen 

^w o(".)-i;-'[.7j- 

Ist m eine ungerade Zahl und \ 

3(/«) = /•(!) + /•(3) + f{5) +... + f{m), 

©('«) = ^(0 + //(3) + ^(5) + • . • + ^(»0. 



80 ist ' 



m-l-l 



5('«)=IR-H?^] 






i = 



^. / \ V^ / X [ I W 4- 28 — I"l 

Man bezeichne mit k{m) die Summe aus den ungeraden und den 



* Cf. Acta Mathematica Bd. 9, p. 178, wo die Zeichen 7i^(m) und G{m) an 
folgenden Stollcn in f?(w) und ®(m) umzuändcrn sind: p. 178, Z. 5, II, 14, 15, 18; 
p. 179, Z. 16; p. 180, Z. 17, 22, 24. 
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halben geraden Divisoren der Zahl m, mit /(w) die Differenz aus den 
geraden und ungeraden Divisoren der Zahl m, und setze 

K[^m) = h{\) + Ä(2) + . . . +Ä-(m), 

X(m) = /(i) + l[2) + . . . + /(w). 

Dann ist 

"'(»') =z47|-r43iJ' 

jf= 1 t^\ 



Z(,«)=f(-.)'.[^] 



Bevor wir dazu tlbergehen, auf die eben besprochenen Funetionen 
die allgemeinen Transformationsgleichungen des § i anzuwenden, wollen 
wir die Darstellungen des § i verallgemeinern. 

Bedeutet /!,(w) die Anzahl, g^{m) die Summe der quadratischen Teiler 
von m und ist 

Ö,(«0 -- r/,(i) + r/,(2) + . . . + <?,(«/ )> 



so ist 






«=l 






*-l 



und ist allgeraein FJ^m) die Afizahl, G^{m) die Summe sämtlicher Divisoren 
von der Form w"* al ler Zahlen von i bis w, so gelten die Gleichungen 

«»LVwiJ 

(3) -f-W» £[=], 



«b1 



(4) ö<.(»0= 2:«"[5]; 
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ein zweiter Ausdruck för F^{m) ist der folgende 



(5) FM) 



' = *» I r 



'-' I «« J 



Beide Darstellungen sind nur för a = i identisch, 

Die öleichungen (3), (4) und (5) dieses sowie (i) des folgenden Para- 
graphen finden sich ini 2. Bunde Jer Acta Mathematica {Sur quelqties 
points de la théorie des nombreSy par R. Lipschitz, p. 301 sqq.). 



Wendet man auf den Ausdruck (3) die Gleichung (4) des § i an, 
80 ergibt sich 



S=fl r- ^ S-V 



(O i-u^o = -/"'+ !:["]+ 1 



, = 1 * ' «»1 






s"" J 



wo /i eine beliebige zwischen i und L^"J liegende ganze Zahl und 

Ea dOrfte erwähnenawert sein, duss fttr fi = i die Formel (i) in 
(5) des vorigen Paragraphen öbergeht, indom fttr // = 1 , u = m und 

^2 — == w wird. Umgekehrt känn man nattirlich auch mit Httlfe der 

Ti^ansformationsgleichung von (5) zu (i) gelangen. 

Setzt man in (i) // = l*^?^^"J, so erhält man, wie Lipschitz an der 
erwähnten Stelle nachgewiesen hat, die Gleichung 



(2) 
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Die Formeln (i) und (2) nehmen för a =-i resp. die Gestalt an 



(3) 



'"/* _ _ Sb^V 



f(».)=_;»+j:[=] +£[=], 



(4) i?(«)--,.'+2f[=]. 

In der letzten Gleichung ist /i = [v^m]. 

Die Gleichung (3) hat zuerst Dirichlet gefunden (v. die Abhandlung 
Vber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie Abhdlg. 
der Berl. Akad. 1849); die Gleichung (4) findet sich in einer schon 
genannten Abhandlung von Zeller und im 2. Bände der Acta Mathe- 
matica (in der Note von Ch. Hermite p. 299). 

Alle Formeln dieses Paragraphen lassen sich auch geometrisch be- 
weisen. Der Ktlrze wegen möge der geometrische Beweis för die Gleich- 
ungen (3) und (4) gentlgen. 

y = — ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, welche die 

X- und y-Axe zu Asymptoten hat. Die Anzahl der in dem von den 
Asymptoten und der Hyperbel eingeschlossenen Flächenstticke liegenden 
Gitterpunkte ist augenscheinlich gleich F{ni). Denn die Anzahl der Gitter- 
punkte, welche auf der durch den Punkt (rr = 1 , y = o) zur y-Axe ge- 

zogenen Parallele liegen, ist gleich — L auf der durch den Punkt 

[x= 2j y = 0) gehenden Parallele zur y-Axe liegen — Gitterpunkte 

u. s. w., kurz, die Anzahl der Gitterpunkte 'st - + — + ... + — ■ p 
und dies ist gerade der Ausdruck fUr die Function jP(m). Die Zahl 

wird dargestellt durch die Anzahl der Gitterpunkte, welche von der Ab- 
scissenaxe, den Ordinaten x = o und x=fx und der Hyperbel eingeschlos- 

Atta mmthtmmtiem, 10. Imprimé U 5 Mai 1887. 2 
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sen sind, wobei die auf der Geraden x=ii liegenden Punkte mit ganz- 
zahligen Coordinaten natttrlich mitzurechnen sind. Die Suinme 



SH 



ist gleich der Anzahl der von der Ordinatenaxe, den Abscissen y = o und 
y == v und der Hyperbel eingeschlossenen Gitterpunkte, wobei die auf der 
Geraden y = v liegenden Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Es 
liegt dies däran, dass man der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel auch 

die Form x = — geben känn, wodurch x und y ihre Rollen vertauschen. 

/jv ist die Anzahl derjenigen Gitterpunkte, welche in dem von den Axen, 
der Ordinate x=/i und der Abscisse t/ = v gebildeten Rechteck liegen, 
und diese Anzahl ist, wie man unmittelbar sieht, von der Anzahl der 
schon betrachteten Gitterpunkte abzuziehen, um jeden Gitterpunkt einmal 
und nur einmal zu erhalten. Dies ist aber der Inhalt der zu beweisen- 
den Gleichung (3). 

Um die Gleichung (4) geometrisch zu beweisen, ziehen wir die Ge- 
raden x = /i und y=fi, deren Durchschnittspunkt innerhalb des von den 
Axen und der Curve begrenzten FlächenstQcks liegen muss. Auf der 
Verbindungslinie des zuletzt genannten Punktes mit dem Coordinatenan- 
fangspunkte liegen /i und nur /i Gitterpunkte, weil der Durchschnittspunkt 
dieser Verbindungslinie mit der Hyperbel die Coordinaten x = yjtn, y = \jm 
hat. Nachdem dies festgestellt ist, verhelfen ähnliche Betrachtungen wie 
die oben angestellten leicht zu dem gewlinschten Beweise. 

Will man nur einen Teil der Sumine transformieren, so dient dazu 
die von Dirichlet (Crelle's Journal Bd. 47 p. 153) aufgestellte Gleichung 

(5) L.\i\=n-iiv+2L\-Y 



welche man aus (2), § i erhalt, indem man f[s) = — setzt. 

o 

Die Gleichung (5) ist gleichfalls einer sehr anschaulichen geometri- 
schen Deutung fähig. 
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§ 4- 



Es möge jetzt der Ausdruck 






durch Anwendung der Gleichung (i) des § i transforiniert werden. Zu- 
nächst ist klar, dass inan die Summation bis s = m ausdehneu darf, ohne 
den Wert der Sumine zu ändern. Setzt man in (i), § i 



A^) = S> i^{s) = s% 



so wird v = m und wenn a > i ist, q = o. Wir machen die Voraus- 
setzung, dass a die Einheit ttbertrifft; dann ergibt sich 






»I 



m 

— m +Z Z5% 



1 1 



öder 



•a,- 
m 






1 1 



= i« + 2« .+ ... + 1 v/7 f 



■ + 



+ 



[\/ä- 
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Beispiel m = 7 , a = 2 . 



«-7 

l2s'L-. =1-7 + 4-1 = 11- 

#-1 ■- -^ 

... [v'f] 

^^s' =i'+ 2'+ i'+ 1»+ i'+ i'+ i'+ l'=II 



« = 1 1 



Bevor wir die Umforinung fttr den Fall a = i ausftihren, wollen wir die 
Transforniationsgleich ungen fttr den Fall hinschreiben, dass die Function 

f{s) die Gestalt — hat. Es ergeben sich die Relationen 

1 1 j+i 

för p = m wird q=i und q^{p)= ¥^(wi), also 



m /i 



(3) i[?]^w=-»'n/')+5:[?]F(^)+2:*^[7]- 

Setzt man in (3) fi= i, so wird j^ = m, die beiden ersten Glieder der 
rechten Seife heben sich auf, und es kommt 



m _ ^ m 



(4) r[?]^(')-r»[?]- 

Diese vier Formeln sind der Abhandlung Dirichlets Vber die Be- 
stimmung der mittleren Werte in der Zahlentheorie entnommen. 
Wenn man in (4) f>{s) = s setzt, so ergibt sich 

(5) É4?J=?|— :?|[7]'+rai' 



öder 



^. . w(m + I) , L2jL2j"^M , , LmJ LtnJ "^ ^ 

G{m) = + 1- ! + ... + '— 
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Die oben aufgestellte Formel behält also ihre Gtkltigkeit auch fftr 
a= I. 

Wir hatten die Gleichung 



M+l 



9(«)=i[i^;^l 



Aus 

1 m + 2x — I 

•^ 2 2X — I 

folgt 

^l m + 2y— I 

2 2y—\ ' 

und hierauf beruht die Umformung 



^esl Jas 1 

*wo /£ eine beliebige zwischen i und liegende ganze Zahl und 

L2 2/i — I J 



2/i 

Der Ausdruck 



i»4l 



<s(»)-i:(.«-.)[i=^?^] 



erhält durch Anwendung von (3), § i die Gestalt 



'"■A* *«=v 



indem fttr ip[s) = 2s — i , W{s) = s^ wird. Vereinigt man das zweite Glied 
der rechten Seite mit dem letzten, so ergibt sich 



'=/* r- -I *"" 
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m + I 



Tör /i = I wird u = , die beiden ersten Glieder der rechten 

Seite zerstören sich, und man erhält die Gleichung 



®(m)=£[i 



w+1 

I Wl + 2« — I 



2«— 1 



Beispiel m =-- 13 






14 



4-3 



'-§] + 



18 
10 



+ 7 



20 



+ « L!l 



26 
26 



] 



7 + 6 + 5 + 7 + 9+ >i + 13 = 58. 



r[-3^^=^]'=7' + 2'+ 1*+ i'+ i'+ i'+ i' = 58. 



Es i st 



-Rl 



*(»o='f-|7j-I-|S]- 



Nun ist nach (5) 






ferner ist 



""L<J r- ., ' L'''J t- -1 r r- -1 



+ 1 



Demnach crgibt sich die Darstellung 



Bl 



^<»"-j||[7]'+[7]j-:2:|[?.r+[s]|. 



t)ber Summen von grössten Ganzen. 

der man auch folgende Gestalt geben känn 

A-(»0 = l|[=r + [T] + [T]' + [Tl + [fl' + 



15 



-T". 



+ ... 



m 



= 3-?.|[i.^T + [i7^-]|- 



Beispiel ni 



lO. 



t] + [t] + 3 ly] + ^ [t] + 5 [V° I + 3 m + 7 [^] + 4 K 



I 

2 



10 



+ 



+ [V°]'+[fl| = l-'3^='^«- 



Wir woUen jetzt den Ausdruck 



x(,„)='f(-iy..W 



mit Httlfe der Gleichung (4) umformen, indem wir jr (5) = ( 
Es ergibt sich sofort 



i)'.5 setzen. 



M 






Nun ist 



'•-["i 



«-i 



o^Ill^]. 



inithin 



L{m) = 



f (- ,)(■) [til-]- 
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Beispiel w = 7 . 



^w— R]+4-a-3H+4n-5a+4i]-7m=-« 



Anderseits ist auch 

— 4 — 2 + I — I — I — I — 1 = 



II. 

t^er Sutnmen van grössten Oanzen van FuncHanswertenf bet denen 
die Il^incttan mit wacJisendem Argtiment farttvährend tvächst. 



§5- 

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie aus dem DiRiCHLET^schen 
Satze eine Reihe von Folgerungen sich ergeben, indem derselbe sich auf 
die Summénfunctionen, die bei der Betrachtung der Teilbarkeit der Zahlen 
auftreten, ohne Mtihe anwenden lässt. In ahnlicher Weise lassen sich der 
dritte GAUSs'che Beweis des Fundamental theoreins fttr die quadratischen 
Reste, verschiedene von Zeller in den Nachrichten der Gött. Ges. 
d. W. vom Jahre 1879 veröfifentlichte Satze, ein allgemeiner Satz von Syl- 
vester und eine Reihe anderer Folgerungen aus einem Satze ableiten, den 
wir jetzt beweisen wollen. 

Eine Function y = f{x) möge, während x von a; = /i bis o; =^ wächst, 
immerfort zunehmen. Dann wird die durch Umkehrung aus y = f{x) 
entstehende Function x = F{y) ebenfalls wachsen, wenn y von y = f{fi) 
bis y = f(^p) wächst. fi und p seien ganze Zahlen, ferner sei 

Wir bilden die Reihe 

[f(M)]> [/-O" +01, . • • {Ml ■ •'• [f{p)l 

wo jedes Glied kleiner als das folgende öder demselben gleich ist. Wir 
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machen zunftchst die Voraussetzung, dass keiner der in Betracht kom- 
menden Werte f{s) gleich einer ganzen Zahl ist, so dass immer f{s) > [f{s)] 
ist mit Ausschluss der Gleichheit. Welche Glieder der obigen Reihe sind 
einer gegebenen zwischen p und q liegenden ganzen Zahl t gleich? Zur 
Beantwortung dieser Frage suchen wir den völlig bestimmten Zeiger des- 
jenigen Gliedes auf, dessen Wert unter t liegt, während der des folgen- 
den tlber t liegt öder demselben gleich ist. Es ist also 

[f{s)]<t, [/•(«+ !)]>/, 

oder 

f{s) < t, f{s i i)> t. 

Hieraus folgen vermöge der tiber die Function y = f{x) gemachten 
Voraussetzung die Ungleichheiten 

S < F{t)y 5 + I > F{t)y 

oder, was dasselbe ist 

In derselben Weise ist der Zeiger des vom Anfange entferntesten 
Gliedes, dessen Wert unter t 4- i ^iegt, gleich [F{t + i)]; es kommt also 
der Wert t denjenigen Gliedern zu, deren Zeiger der doppelten Bedingung 

gentlgen 

[F{t+i)\>s>[F{t)\. 

Wegen des gegebenen Anfangs und Endes der Reihe erhält diese Be- 
stiramurig för t = v die Modifikation, dass an Stelle der zweiten Bedingung 
s >_ [X tritt, während ftlr < = } an Stelle der ersten Bedingung 5 < p tritt. 
Wir wollen nun die Sumrae 

/* + ! • 

dadurch transformieren, dass wir zuerst alle Glieder vereinigen, in denen 
\f{s)] einen und denselben Wert hat, und dann die so erhaltenen Partial- 
suinmen addieren. Die Surpme der Glieder in denen \f{s)] einen be- 
stimmten zwischen v und q liegenden Wert hat, erhält, wenn man 

tf(«)=n«) 

Acta mathematica. 10. Imprimé le 7 Mai 1887. 3 
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setzt, den Ausdruck 

t{nF{t + I)] - r[F(0]}; 

fQr t = v und t = q treten an Stelle dieses Ausdnicks bezw. die Werte 

v{r(j'(v + I)] - r(/i)} 

und 

g[np)- npm- 

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen von den 
beiden Gliedern — ^^\f^) und qV^\p) jedes Glied mit der negativen Ein- 
heit multipliziert; es ergibt sich also 



■i[f{s)Ms) = - ,nfi) + q^ip) - inF{s)] 



öder 



(I) hf{s)]9>{s) +inF{s)] = -uV'\fi) + q^p). 

Setzt man ^ (5) = i , so wird 9\s) = s und es kommt 

(2) hf{s)] + i\F{s)] = -p^ + p<i. 

;*+! »'+1 

Diese Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, dass keiner der 

betrachteten Werte f{s) einen ganzzahligen Wert hat. Wir wollen jetzt 

diese Voraussetzung fallen lassen und untersuchen in welcher Weise sich 

die Gleichungen (i) und (2) ft\r den Fall ändern, dass unter den in Be- 

tracht kommenden Wej^ten von f{s) einige gleich einer ganzen Zahl sind. 

Ein ganzzahliger Wert von f{fi) vermag ofFenbar den Wert des Ausdruckes 
p 
^[f{s)]^{s) nicht zu beeinflussen; es seien deragemäss s^, 5^, 5,, ..., s^ 

diejenigen zwischen /i + ^ ^^d p mit Einschluss beider Grenzen liegenden 
ganzen Zahlen, för welche f{s) gleich einer ganzen Zahl wird. Wieder- 
holt man die Betrachtung, welche zu der Gleich ung (i) geftihrt hat, so 
stellt sich heraus, dass die Werte ^(^J, ^^{s^)^ ^(^g), ..., ^{^p) saintlich 
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einmal zu ^^enig mitgerechnet sind, es ist demnach auf der rechten Seite 
von (i) das Aggregat 

zu addieren. 

Somit erhalten wir den folgenden Satz: 

Eine Function y = f{x) möge mit wachsendem x von x ^= fihis x =^ p 
fortwährend zunehmen, wo fi und p ganze Zahlen bedeuten. x = F{y) 
sei die aus y = f{x) durch Umkehrung entstehende Function, ferner sei 
[f{fi)] = v, \f{p)] = q und f>{s) eine beliebige Function. Wenn alsdann 
5j, s^y . . . , 5^ diejenigen ganzzahligen zwischen /i + ^ ^^^ P ™it Einschluss 
beider Grenzen liegenden Argumente sind, ftir welche die Function y = f{x) 
gleich einer ganzen Zahl wird, so ist 

(3) ' hf{s)Ms)+inF{s)^ 

8 

WO V'\s) = 2^f?(^) ist. 

Ftir 'ff{s) = I gcstaltet sich dieses Resultat wesentlich éinfacher. Ist 
p diejenige Zahl, welche angibt, wie viele unter den Functionswerten 
fiM + ^)> fiM + 2)> ' ' ' y f{p) ga^^ze Zahlen sind, so ist 

(4) hf{s)] + i\F{s)\ = ^,,, + pq+p. 

<*+! 7 + 1 

Diese Gleichung lässt sich auch auf folgende Art beweisen. 

Die Function y = f[x) sei zunächst nicht im Stande, ftir ganzzahlige 
Werte von x ganzzahlige Werte anzunehmen, die Zahl p sei also gleich 
Null, und die Gleichung 

(5) ' i.m] + i\F[s)\ ^ - 1^ + pq 

/A+1 v+l 

werde ftir einen bestimmten Wert von p als richtig angenoramen. Dann 
ftigen wir der ersten Summe der linken Seite von (2) das Glied 

[f{p + 01 = ? + ^ 
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der zweiten Summe die Glieder [F{q + i)], [F{q +2)], . . . , [F{q + /)] 
zu. Hierdurch erhält die linke Seite die Gestalt 

(6) f Z [/(«)] +fji'»]. 

Nun folgt aus [f{p)] = q, \f{jp + 0] — ? + ^ <^'® Richtigkeit folgender 
Ungleichheiten 

q+ 1 > f{p)> q, 
öder 

r{p) = ? + ö, 

wo ö und #, positive echte Brtlche bezeichnen. Hieraus folgt weiter 

p = F{q+ 6), 
p+ l =F{q + l+ #,), 

und hieraus ergeben sich mit Berticksichtigung des Umstandes, dass 
auch die Function x = F{y) niit zunehinendem Argument beständig 
wachst, die Beziehungen 

[F{q + 0] = p> 

[F{q + 2)] = p, 



Es ist also 



'%[Fis)] = pL 



Demnach erhält der Ausdruck (6) den Wert 

— /iv +pq + q + 1 + pl = —/JLU + {p + i){q + /), 
also 

T[f{s)] + T[F{S)\ = ^;,v + (p + l){q + Z), 
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Ist somit (lie Gleichung (5) fiir einen bestimmten Wert von p richtig, 
so ist sie auch ftir jeden tiber p liegenden ganzzahligen Wert richtig. 
Sie ist aber offenbar richtig för ^ =s /i, indem alsdann g = i; wird und 
in der Gleichung 

(7) Y\f{s)\-{.i;[F{s)] = -i,,+!iv 

die Summen der linken Seiten liberhaupt keine Glieder cnthalten, und die 
rechte Seite identisch verschwindet. 

Lässt man die Möglichkeit ofFen, dass f{s) för ganzzahlige Werte 
von s gleich einer ganzen Zahl werde, so wird das obige Verfahren nur 
in so weit alteriert, als fttr einen ganzzahligen Wert von f{p + i) die 
Zahl [F(g + T)] gleich jp + i wird. Es ist also för jeden ganzzahligen 
Wert von f{8) rechts eine Einheit zu addieren. Hieraus folgt mit Be- 
rtlcksichtigung von (7) sofort die Richtigkeit von (4). 

Dieser Beweis ist einem Verfahren nachgebildet, welches Sylvester 
anwendet, um eine speciellere Gleichung zu beweisen, von welcher weiter 
unten (p. 27) die Rede sein wird. 

Vielleicht verdient es erwähnt zu werden, dass auch die Gleichung 
(2) des § I eines ganz ähnlichen Beweises fähig ist. 



§ 6. 

Die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen lässt sich auf eine ein- 
fache Weise geometrisch beweisen. Man konstruierc die Curve y = /"(o;). 
Dieselbe wird infolge der ttber die Function y = f{x) gemachten Voraus- 
setzung von x ^= /x bis x ^= p fortwährend nach oben geneigt sein. Dann 
ziehe man in den Entfernungen // und p Parallelen zur y-Axe und in den 
Entfernungen f{fi) und f{p) Parallelen zur x-Axe. Die erstgenannten 
Parallelen bezeichne man resp. mit ST und PQj die letztgenannten Pa- 
rallelen resp. mit UT und BQ. Nun stellt oflfenbar das erste Glied der 
linken Seite der zu beweisenden Gleichung die Anzahl derjenigen Gitter- 
punkte dar, welche in dem Flächensttlck PQTS liegen, wobei die auf der 
Geraden FQ und der Curve QT liegenden Punkte mit ganzzahligen Coor- 



\ 
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dinaten mitzurechnen sind (mit Ausschluss des Punktes T, falls dieser 
ein Gitterpunkt sein sollte). 

Das zweite Glied derlinken Seite gibt in ganz entsprechender Weise 
die Anzahl derjenigen Gitterpunkte an, welche von dera Viereck QRUT 
eingeschlossen werden, wobei etwaige auf den Linien QT und QR liegende 
Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Die in Bezug auf den Punkt 
T oben gemachte Bemerkung gilt auch hier. Hioraus ist ersichtlich, dass 
man die Anzahl j^g der in dem Rechteck OFQRy jedoch mit Ausschluss 
der beiden Axen, enthaltenen Gitterpunkte erhalt, indem man einerseits 
die Summe 

hf{s)\ + i\F{.s)\ 

/i f 1 v -}- 1 

um die Anzahl p derjenigen Gitterpunkte vermindert, welche auf dem 
in Betracht kommenden Stftcke der Curve y = f{x) liegen, und ander- 
seits die Anzahl /iv der in dem Rechteck OSTU liegenden Gitterpunkte 
addiert. Dies ist aber der Inhalt des in Rede stehenden Satzes. 



§ 7- 

Nunmehr woUen wir von dem so eben auf analytischem und geo- 
metrischem Wege bewiesenen Satze einige Anwendungen machen. Um 
zunftchst ein Beispiel zu wählen, in welchem die Function y = f[x) 
transcendent ist, setzen wir • 

y = e', 

Hieraus entsteht durch Umkehrung 

X = logy. 

Setzt man dies in (4), § 5 ein und nimrat die Zahl // = o, so wird 
j; =s= [c®] = I . Da, wie Hermitr in der Abhandlung Sur la fonction ex- 
ponentiéUe nachgewiesen hat, die Basis e der natUrlichen Logarithmen 
auf eine ganzzahlige Potenz s erhoben, riiemals eine ganze Zahl werden 
känn (natUrlich abgesehen von 5 = 0), öder, was dasselbe ist, da der 
nattkrlicbe Logarithmus einer ganzen Zahl s (mit Ausnahme von 8 = \) 
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niemals gleich einer ganzen Zahl sein känn, so ist im vorliegenden Falle 
die Zahl ^ = o. Da ferner log i = o, so ergibt die Anwendung von 
{4)7 § 5 di^ Gleichung 



Ssxp $ = q 

»=»1 » = l 



ZM + rjlog^] =pq. 



wo p eine beliebige positive ganze Zahl und q = [e^\ ist. Das Aggregat 
auf der linken Seite ist also stets gleich dem Produkt aus den Glicder- 
anzahlen der beiden Summen. 

Die wirkliche Ausffthrung der Rechnung bestatigt dieses Resultat. 
FUr i? = 5 z. B. wird q = [e*] = 1 48 , ferner ist 



148 



Y\€f] = 231, r[iog5] = 509, 

also 

5 148 

r[c] + r[iog5] = 740 = 5.148. 
1 1 

Ein ähnlicher Satz gilt fllr jede beliebige Basis eines Logarithmen- 
systems. Fttr die Basis 10 z. B. gilt die Gleichung 

ZlO' + r[l0g5] = p{(l + i), 

I 1 

wo j = 10'' ist. Die Zahl p hat hier den Wert p. So hat man z. B. 
ftlr |) = 3, g = 1000 



3 1000 

i 

1 



ZlO' + Z[log5] = I I 10 + 1893 = 3003 = 3 . (1000 + l). 



Wir wenden ims jetzt zu solchen Summen von grössten Ganzen, bei 
denen y = f[x) eine rationale ganze Function von x ist, und zwar be- 
schränken wir die Untersuchung auf solche Functionen, bei denen die 
Variable x nur in einem einzigen Gliede vorkommt. Es sei demgemass 

a«" + d 

WO a, a und m beliebige positive ganze Zahlen mit Ausschluss der Null, 
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und d zunächst eine positive unter m liegende ganze Zahl bedeuten möge. 
Die durch Urnkehrung entstehende Function hat die Form 



X 



-v/=^- 



Die Function y = hat von dem Werte ic = o an die Eigen- 



m 



schaft, mit wachsendem x stets zuzunehmen; es ist daher gestattet, bei 
Anwendung unseres Satzes die Zahl // gleich Null zu nehmen. Dann 

wird i; = — = o, und es ergibt sich 

Hier bedeutet p eine beliebige positive ganze Zahl; ferner ist 
und p die Anzahl derjenigen unter den Brttchen 

a . I* + d a . 2* + d a ,y^ •{• d 



> > ... 

mm m 



welche ganzzahlige Werte haben. 

Es ist klar, dass die Zahl p auch gleich der Anzahl derjenigen unter 
den Wurzelwerten 



" /wi . I — rf « /w .2 — d « /m ,q — d 

Va Va Va 

ist, welche ganze Zahlen sind. Statt nun die Zahl p auf der linken Seite 
von (i) zu subtrahieren, känn man auch unter dem Wurzelzeichen zum 

Zahler die negative Einheit hinzufQgen. Denn ftir den Fall, dass W '"^ ~ 

V a 

keine ganze Zahl ist, ist y = y ; ist aber y ^* "^ 

eine ganze Zahl, so ist y — ^ ~ V r ^^^ ^^ ^^^ 
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Ausdruck y p mal zu einer ganzen Zahl wird, während s die Reihe 

der Werte i , 2 , . . . , g diirchläuft, so ergibt sich 






Somit erhalt man die Gleichung 



, , v^r«»" + '^l I V^ ftV"»» -d—i\ 



««=i «=i 



Ftir d >^m hat p = — einen von. Null verschiedenen Wert; es ist 
alsdann 



(3) X['^\ +t\\/'^- 



v+l 



Diese Gleichung welche die Gleichung (2) als speciellen Fall enthält, 
gilt auch dann noch, wenn d negativ ist. 

Fftr a = I erhält die Gleichung (3) die Gestalt 



*=P r- a . •-. **=» 



Indem man den Zahlen a und d specielle Werte beilegt, känn man 
aus (3) und (4) eine Reihe von Sätzen ableiten, welche Zeller in der 
schon mehrfach erwahnten Abhandlung veröfiFentlicht hat. 

Es sei z. B. a =^ I , so kommt 

(5) 't^-^]+'t[---^]-y'' 



» = ["^-] • 



AUa mathematica. 10. Imprimé le 10 Mal 1887. 
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Setzt man a =2, so geht (4) in die folgende Gleichung tiber 
(6) £1 *-^-l +r[v'ii^^"=^-=n] = pq, 



= [^-^1 



Fttr d = o endlich nehmen (4), (5), (6) resp. die Gestalt an 






a-i 
I X 



{£' 



'"-'P w- -1 '°"fl' 






'""Pr- •-• "I 



= EJ- 



§8. 

Bekanntlich beruht der dritte GAUSS^sche Beweis des Reciprocitats- 
gesetzes fttr die quadratischen Reste, welcher im Jahre 1808 in den 
Comraentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis ver- 
öfFentlicht worden ist (Gauss' Werké Bd. II. p. 3 sqq.), auf dera Satze: 

Wenn p und q positive ungerade r^lative Primzahlen sind, so ist 



Uber Sammen von grössteo Gaozen. 27 

Diese Gleichung hat man seitdem auf verschiedene Arten bewiesen 
und 'verallgerneinert; aber alle rair bekannten Vera llgemeinerun gen sind 
nur specielle ^&\le des in § 5 bewiésenen allgemeinen Satzes, wie im 
einzelnen nachgewiesen werden solL 

Gauss selbst leitet die Gleichung (i) aus folgendem Satze ab: 
Ist X eine positive Grösse, welche so beschaffen ist, dass unter den 
Vielfachen derselben rr, 2x, . . . , no? keine einzige ganze Zahl vorkomint, 
80 ist 

w Iw+I[=] = «". 

wo h = [nx] ist. 

Nimmt man in (4), § 5 die Function f{s) =^ xSj so hat die durch 

Umkehrung aus f{s) entstehende Function die Gestalt F{s) = -; die Zahl 

p verschwindet infolge der Voraussetzung, und es folgt ohne weiteres die 
Richtigkeit der Gleichung (2), wenn man /i = o nimmt. 

Aus (2) leitet nun Gauss die Gleichung (i) ab, indem er o? = - 

setzt und annimrat, dass p kleiner sei als g, was ofFenbar gestattet ist. 
Alsdann ist 



'^! 



-1 = K?^] 
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und hieraus ergibt sich sofort die Richtigkeit von (i). 

Zeller hat die Gleichung (i) in der Weise erweitert, dass er an 
Stelle der Ausdröcke 

I ^jj 2 ,p 3 p 

y y > • • • > 

i Q 9 

welche eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung bilden, arithmetische 
Reihen höherer Ordnung treten liess. Die betreffenden Sätze sind im 
vorigen Paragraphen besprochen und aus unserem allgemeinen Satze ab- 
geleitet worden. 

Sylvester leitet in dem Aufsatze Sur la fonction E{x) (Comptes 
Rendus des séances de Tacadémie des sciences de Paris, tome L, 
p. 732) das Reciprocitätsgesetz aus folgendem Satze ab: 



28 Jacob Häcks. ' . 

Wenn p und q zwei beliebige positive Grössen sind und A eine po- 
sitive Grösse bezeichnet, welche kleiner ist, als der kleinste Wert a, wel- 
chér zur selben Zeit ap und aq zu ganzen Zahlen macht, so bestebt die 
Gleichung 

(3) £ [f] + r fi] = M • M- 

Den Beweis dieses Satzes ftlhrt Sylvester in folgender Weise. Die 
Gleichung (3) sci richtig fUr alle Werte von A, welche un ter einer ge- 
wissen Grösse liegen. Von dieser Grösse aus lassen wir X allmählich 
stetig wachsen. Kein einziges Glied unscrer Gleichung wird seinen Wert 
ändern, bis Xp öder Xq ganze Zahlen werden, was nach Voraussetzung nicht 
gleichzeitig geschehen känn. Gesetzt nun, Xp wcrde zuerst eine ganze 
Zahl. Dann nimmt die zweite Sumine der linken Seite zu um das Glied 

\Xp-\ = [Xq], wahrend die erste ungeändert bleibt. Auf der rechten Seite 

bleibt \Xq] ungeändert, wahrend \Xp] ura eine Einheit zunimmt, es wachst 
also auch die rechte Seite der Gleichung um \Xq\. Unser Satz besteht 
also för den ersten Wert von A, welcher eine Veranderung in unserer 
Gleichung hervorbringt, also auch fttr den 2**°, 3**° Wert, u. s. w., und 
da die Gleichung för A = o richtig ist, so gilt sie allgemein för jeden 
unter der angegebenen Grenze liegenden Wert von A. 

Lasst man die der Grösse A auferlegte Beschrankung fallen, so nimmt 
jedesmal, wenn Xp und Xq gleichzeitig ganze Zahlen werden, der Ausdruck 



s[f]+s[?] 



um die Summe [Xp] + [Xq] = Xp -{- Xq zu, wahrend [Xp] . [Xq] nur den 
Zuwachs 

Xp.Xq — {Xp — \){Xq — 1) = Ajp + Ag — 1 
erhalt. Folglich hat man för jeden beliebigen Wert von A dic^ Gleichung 

(4) £[f] + £g] = M.M + £, 
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wo L diejenige Zahl bedeutet, welche angibt, wic oft pa? und qx gleich- 
zeitig ganze Zahlen werden, während x von o bis X wachst. 

Die Gleichung (3) ergibt sich, wie Stern bemerkt hat (v. die Ab- 
handlung Vber einige Eigemchaften der Function E{x)j Crelle'8 Journal, 
Bd. 59, p. 146) sofort au8 der Gauss' schen Gleichung (2), wenn man in 

dieser a; == - und n = [Xq] setzt. Denn wir dUrfen annehrnen^ dassv eine 

der beiden Grössen^ Åp und Xq eine ganze Zahl sei. Sollte dies nämlich 
nicht von vornherein der Fall sein, so lassen wir X abnebmen, bis eine 
der beiden Grössen Xp und Xq eine ganze Zahl wird, und halten den 
Wert von X fest, bei dem dies zuerst geschieht. Durch das beschriebene 
Verfahren hat keine einzige der in Betracht kommenden grössten ganzen 
Zahlen ihren Wert verftndert. Es sei also Xq eine ganze Zahl. Dann wird 

[_21P _ |-^^j _ ^^ ^jj^ hierniit ist (3) aus (2) abgeleitet. 

Sodann känn man die Gleichungen (3) und (4) auch unmittelbar aus 
(4)> § 5 erhalten, indem man die Function f{s) ==-5, die 2iahl /a gleich 

• • • • • A 

• Null und die dortige Zahl p gleich [Xq] nimmt. Aus der zuletzt er- 
w&hnten Gleichung folgt sofort 

WO die Zahl p angibt, wie viele von den vorkommenden Bröchen — ganz- 

zahlige Werte haben. 

Nun könntén wir wieder den eben eingeschlagenen Weg befolgen, 
um zu zeigen, dass man unter den beiden Grössen p und q stets die eine, 

q^ 80 auswählen känn, dass I [Xq]-\ = [Xp] wird; wir ziehen es aber vor, 

diesen Beweis auf einem von Stern (a. a. O.) angegebenén Wege zu fClhren. 
Wir setzen 

Xq=^[Xq] + e, Xp^\Xp]+f; 
dann ist 

l[Xq]=Xp-^ = [Xp] + (^. 
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Ist nun fq = epj so folgt sofort 



[[^]f] = M, 



andernfalls känn man för q denjenigen der beiden Werte p und q nehmen, 
för welchen fq > ep ist, so dass o < '^ ~^^ < i wird. Es ist also 
wiederura 



[m«]=[m+^^] = m- 



Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Zahl p mit der obigen Zahl L 
(ibereinstimmt. Es folgt dies daraus, dass jedesmal, wenn xp und xq 

gleichzeitig ganze Zahlen werden, auch [ooq] - = xp und [xp] ^ = xq ganze 

Zahlen sein mtlssen. 

Aus (3) zieht nun Stern eine Reihe von Folgerungen. Sind p und 
q relative Primzahlen und e und f resp. die kleinsten positiven Reste von 

p und q nach den Moduln m und n, also -^ ^ ^ und - — - ganze Zahlen, 

ist ferner k eine positive ganze Zahl von der Beschaffenheit, dass ke < m 
und kf <n ist, so besteht, wie sich leicht zeigen lässt, die Relation 



('' . I,[^]+l\^] 



mn 



Fttr k = 1 ist die Bedingung ke < m^ kf <n erfttUt; es ist demnach 



n 



(6) y^ pj'»] , y^ r«^] ^ (j 



För m = n geht (5) ttber in 



('/-/■)(?-«) 



Vin, 



h(q-r) k(p-e) 



(7) i:[f]+z[?]=^ 



iq-n(p-e) 



m 
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und fttr den Fall, dass e = /* = i ist, koramt 



*(f-t) , h(p-l\ 



(«) i.m+im-- 



(p— 0(<?- O 



m 



Die Gleichung (8) ist zuerst von Sylvester (a. a. O.) aufgestellt worden; 
sie enthält als speciellen Fall folgenden Satz von Eisenstein (Crelle^s 
Journal XXVII, p. 281): 

Sind p und q relative Primzahlen und beide = i (modwi), so ist 



s^tzl ,„€=} 



w m+wi\= 



(p— 0(9- 0. 



m 



hieraus ergibt sich för m = 2 die Gleichung (i). 

Selbstverständlich lassen sich die Relationen (1) und (5) bis (9) uuch 
unmittelbar aus dem in § 5 bewiesenen Satze herleiten. Die unter dem 
zweiten Summenzeichen befindliche Function ist jedesmal die Umkehrung 
der unter dem ersten Summenzeichen befindlichen Function, ferner steht 
auf der rechten Seite öberall das Produkt aus den Gliederanzahlen der 
beiden Summen, und die Zahl p verschwindet infolge der gemachten 
Voraussetzungen mit Notwendigkeit. Da ausserdem fttr ju =^ o öberall 
auch p = o wird, so handelt es sich jedesmal nur um den Nachweis, dass 
man unter den völlig gleichberechtigten Zahlen p und q stets die eine, 
q, 80 auswählen känn, dass das letzte Glied der ersten Summe auf der 
linken Seite gleich der Anzahl der Glieder der zweiten Summe wird. So 
ist z. B. in (9), wenn man die grössere der beiden Zahlen p und q gleich 
q nimmt 



[" (g - Qp ] ^ ^ i = P—\ 

L mq J L ^ J m ' 



und damit ist die Gleichung (9) gerechtfertigt 

EiSENSTEiNS Geometrischer Beweis des Fundamentaltheorems för die 
quaflratischen Reste (Crelle's Journal XXVIII, p. 246) ist ein specieller 
Fall der in § 6 angestellten geometrischen Betrachtung; er beruht darauf, 
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dass y = ?^x die Gleichung einer durch den Coordinatenanfangspunkt ge- 

henden Geraden ist, der man auch die Form x =^-y geben känn, und 

dass, wenn p und j relative Primzahlen sind, kein einziger der in Betracht 
kommenden Gitterpunkte in die Gerade selbst hineinf&llt. 



§ 9. 

Die Gleichung (i) des vorigen Paragraphen känn man auch, wenn 
man die Zeichen p und q resp. durch m und n ersetzt, in folgender Weise 
schreiben 

<•) StM+S[S']=[?][i]- 

In dieser Form gilt die Gleichung allgemein fttr zwei beliebige re- 
lative Primzahlen m und w, wie zuerst Gauss bemerkt hat {Theorematis 
arithmetid demonstratio nova, Gauss' Werke, Bd. II, p. 8; eine An- 
wendung findet sich in der Theoria residtwrum biquadraticorum ibid. 

p. 145). 

Es sei eine der beiden relativen Primzahlen gerade, die andere also 

uhgerade. Die erstere bezeichne man mit n , die letztere mit m . Dann ist 



frnl ml r« m~] f^l 

LL2 J 7] "" L2 n J - LT J ' 



und damit ist die Richtigkeit von (i) auch fttr diesen Fall dargethan. 

Bezeichnet man die auf der linken Seite von (i) befindlichen Summen 
mit S resp. T, so hat man 



S+T^[1].[]\. 



Nunmehr können wir den Wert der Summe S + T auch ftir den Fall 
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angebei), dass m und n einen gemeinsamen Teiler haben. Es set d der 
grösste gemeinsame Teiler beider Zahlen, so dass die durch die Gleichutigen 



n =^ n 



definierten Zahlen m' und n' relativ prim zu einander sind. Wenn m 
und n beide = i (mod 2) sind, so setzen wir m <n voraus; andernfalls 
nehmen wir n als gerade an. Alsdann föhrt die Wiederholung der oben 
angestellten Betrachtung leicht zu der Gleichung 

Die Zahl p gibt an, wie viele von den Bröchen — einen ganz- 

zahligen Wert haben, wfthrend s die Reihe der Zahlfen i, 2, 3,...,- 
durchlauft, öder was dasselbe ist, p ist die Zahl, welche angibt, wie viele 
Zahlen der Reihe i, 2, 3, ..., - Vielfache von n' sind. Folglich ist 




[m 



öder vermöge der leicht zu beweisenden Gleichung 




(v. DiRiCHLET, Zahleniheorie, p. 28), 



[g- 



Es ist also in allén bisher betrachteten Fallen 



s+r= [?]["]+ K] 



Acta math*mati€: 10. Imprlmé le 17 M«i 1S87. 
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, wo m und n ungerade und 
einander gleich sind. Dieser Fall lässt sich auf eine ahnliche Weise er- 
ledigen; kUrzer aber ftthrt die direkte Behandlung zum Ziel. Es ist 

-[?] *-[-t] '=[ij , 

Nun ist aber der grösste gemeinsame Teiler von m und m die Zahl m 
selbst. Es gilt sornit immer, was för positive ganze Zahlen m und n 
auch bedeuten mogen, die Gleichung 

(i) ist in (2) als specieller Fall enthalten, da der grösste gemeinsame 
Teiler zweier relativer Primzahlen die Einheit und I - I = o ist. 
Beispiel m = 9, n = 18; <? = 9. 

= + 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 4 + 4 = 20. 

Die Gleichung (2) känn man in folgender Weise geometrisch be- 
weisen. Man konstruiere die Gerade y = —Xy welche Gleichung man auch 



m 

n 
n 
m 



vt 

in der Form x =^ —y schreiben känn. Hieraus folgt 



(3) «+r=[?]H+^. 

wo p die Anzahl der Gitterpunkte bezeichnet, die auf der Diagonale des 
durch die Axen Und durch die Geraden y = — und o? = - gebildeten 



•■• 
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Rechtecks liegen; hierbei ist der Schnittpunkt der beiden letztgenannten 
Geraden, falls derselbe ein Gitterpunkt sein soUte, mitzurechnen. Von 
diesen Punkten erhält man, wie leieht einzusehen ist, jeden einmal und 

AVI JVM 

nur einmal, indem man den Bruch — auf seine kleinste Benennung — 

bringt, dann — der Reihe nach mit den Zahlen i, 2, 3, ..., - niulti- 

pliziert und jedesmal den Zähler der so gewonnenen Bröche zur y-Coor- 

m' 
dinate, den Nenner zur a;-Coordinate eines Punktes macht. WoUte man -7 

n 

- , also auch ttber - 

liegt, 80 wtlrden die Coordinaten des betrefifenden Punktes y == m', x = m' 

res^. die Werte — = — und — = - tibertreffen, folglich der Punkt 

zwar in die Gerade y = —x. ab^r ausserhalb des oben bezeichneten 

Rechtecks fallen. Es ist also die gesuchte Anzahl ^ = -L und infolge 
dessen geht (3) in die zu beweisende Gleichung (2) tlber. 



§ 10. 

Es soU jetzt versucht werden, gcwisse Summen von grössten Ganzen 
analytisch auszudriicken, mit Benutzung einer oft angeftthrten Arbeit von 
Zeller und einer Reihe von Untersuchungen von Bouniakowsky {De- 
monstration de quelques propositions rélatives å la fonction, numérique E{x). 
Bulletin de Tacadémie des sciences de S:t Pétersbourg, tome 28, 
p. 257 etc, p. 411 etc.; tome 29, p. 250 etc). 

Wir beschäftigen uns zunächst mit Summen von der Form 



•— j'— *r a-| 



wo p eine Primzahl und a eine positive ganze Zahl mit Ausschluss der 
Null bedeutet. Setzt man 
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80 ist nach dem in § 5 bewiesenen Satze 



(O P.+ <2. = (p-i)p-^"]- 

Der Ausdruck p^JZ-Ll. ist eine rationale ganze Function (a — i) 



Grades von p; es ist nämlich fOr a = o (mod 2) 



1 .2 



a(a — l) . . . 2 
I .2 . . .(ö — I)' 



und f Qr a = i (mod 2) 



[^^] = ^"^-«^^"' 



±... + 



a(a~ I) ... 2 
1.2 ... (a — I) 



I . 



Beide Gleichungen lassen sich in folgender Weise in eine einzige zusam- 
menfassen 



p-^-] = P-* - "P"-' ± ••• + (- o* 



,__! a{a -^1) ... 2 
I .2 ... (a — i) 



-At-m- 



Die rechte Seite von (i) ist demnach eine rationale ganze Function 

* _ 

von p. Stellt man nun folgende Reihe von Gleichungen auf (Zeller, 
Nachr. d. Götting. Ges. d. W. 1879, p. 254) 



(2) 






und addiert, so kommt 

(3) 



Stapel S=ip-~1 



««1 



«al 



«-p-l 



Der Ausdruck ^^, den wir mit S^ bezeichnen wollen, Iftsst sich 
nach dem NEWiON^schen Satze rational und ganz ausdrQcken durcb die 
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symmetrischen Grundverbindungen der Elemente 1,2,3,.,.,^ — i, und 
diese Grundverbindungen siiid nach dera WiLSON^schen Satze alle durch 
p teilbar mit Ausnahine der einen i . 2 . 3 . . . (p — i), för welche die 
Kongruenz gilt 

(— lY"^ ^ I .2 . 3 . . . (p — i) {mödp). 

S^ wird also in allén denjenigen Fallen durch p teilbar sein, in denen 
die Zahl \ p — ^ zur Darstellung der Summen gleich hoher Potenzen der 



p — I Elemente nicht erforderlich ist. Dies ist immer dann der Fall, 
wenn a < p — i . Wir machen jetzt die Annahme a < p — i . . Alsdann 

ist S^ und somit auch Sr, durch p teilbar. In denjenigen Fallen also, 






wo es gelingt STr, als rationale ganze Function von p darzustejlen, ist 

Pa eine rationale ganze Function von p, von der man auch den Grad 
bestimmqn känn. P^ lässt sich alsdann mit Htllfe der Gleichung (3) di- 
rekt bestimmen; aber es ist auch die Methode der unbestimmten Coeffi- 

cienten anwendbar, so dass es nicht nötig ist, S^ und Sr/wirklich zu 

berechnen. 

Ein soldier Fall ist z. B. der, wo a und p — i keinen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben (Zeller, a. a. O. p. 255). Dann erscheinen namlich, 
wie aus der Lehre von den Potenzresten bekannt ist (ef. Dikichlet'8 
ZaMentheorie, ed. 1879, p. 73), auf der rechten Seite der Gleichungen (2) 
die sÄmtlichen kleinsten positiven Reste von p mit Ausschluss der NuU. 

Es wird also Sr, =^^^ -j und P^ ist rational und ganz durch p dar- 

stellbar^ und zwar wird die betreflfende Function in p vom a^° Grade 
sein, indem nach einer bekannten Formel 

« a+l 2 *2li^^ ^ 

I ^ a(a — l)(a — 2) , v^ , 

I aia - i)(« - 2)(« - 3)(« - 4) (^ _ ^y-. 
'63 1.2.3.4.5 

wo B^j B^y B^^,.. die auf einander folgenden BERNOULLi'schen Zablen gini 
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Auch Q^ ist, wie Gleichung (i) zeigt., unter den obeii gemachten 
Voraussetzungen eine rationale ganze Function von j9, die durch die Me- 
thode der unbcstimmten Coefficienten gefunden werden känn. 

Es sei jetzt a = 2 und p eine beliebige Primzahl. Die Primzahlen 
2 und 3 brauchen nicht ausgeschlossen zu werden, da fttr jede positive 
Zahl p die Gleichung gilt 

o.. = Z^6' = ^ . 

* j«=l o 

Nun ist v 

(4) P, + Q, =T[l\ +" IjW'] -{p - 0% 

indem [y'(^ _ i)p] = jp — i ist, ferner ist 



4-/»-! 



(5) S, =p.F, +Z;v 



2 ^ '5 ,.i 



Bezeichnet man mit R die Summe der quadratischen Reste von p, so ist 

Xr, = 2R, 

Ist nun p von der Form 4n + i , so ergänzen sich je zwei quadratische 
Reste zu 2?, es ist also 

4 

Da nun S, eine Function 3, Grades von p ist, welche kein konstantes 
Glied enthält, so sind P, und Q, rationale ganze Functionen von p. 
Hieraus folgt die Berechtigung zu schreiben 

P, = Ap' +Bp +C, 

(6) 

Setzt man in diesen beiden Gleichungen p der Reihe nach gleich 5, 13, 
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17, SO ergeben sich je drei lineare Gleichungen för A^ By C und A^^ J5j, C^, 
durch deren Auflösung man folgende Formeln gewinnt 



«-i>-i 



w i:[g=f-.+-;= 



{p — i)(p — 2) 



.-j>-i 



(8) £ iv^;) = f -/> + -; - """f"'" ' 

welche resp. mit den von Bouniakowsky im Darticle 2h> der oben ge- 
nannten Abhandlung p. 424 angegebenen Formeln (20) und (21) öber- 
einstimmen. 

Es versteht sich von selbst, dass uns der direkte Weg schneller zum 
Ziel geftthrt haben ^yttrde, wir ha ben hier die Methode der unbestimmten 
Coeffieienten nur deshalb gewahlt, um ein Beispiel davon zu geben. 

Anders gestaltet sich die Sache för eine Primzahl q von der Form 

4n -}- 3. Auch dann ist natftrlich Sr, — 2R durch q teilbar, aber die 

Abhängigkeit der Zahl R von q ist nicht^ so einfach, dass sie sich durch 
eine rationale ganze Function von q ausdriicken liesse. Aus (4), (5) und 
(6) ergeben sich fttr P^ und Q^ leicht die Ausdrttcke 

*''-'-- (5_,)(2j_,) 2Ä 



2:m= 



.=1 -:.- o i . 

Diese beiden Formeln gelten allgemein ftlr jede Primzahl gr; sie eyithalten 
(7) und (8) als speciellen Fall. 

Bezeichnet man mit R die Summe der quadratischen Nichtreste von 
q^ 80 ist 



R + R - 


. ?(« 


-0 
2 


2K 


I — 


2 K' 

t 
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also 



y 'K] _ (g -0(2^-7) ^ 2b; 






(q- 


-l)(2q—7) 




6 


(q- 


- i)i4q + I) 



Wir gehen jetzt (iber zu der Betrachtung der Summen 

s=m—l « = m— 1 

Zjv^m] und £[!.], 
wo m eine beliebige positive ganze Zahl ist. Es gilt die Gleichung 

(9) 5jv'«m] + £ [^J = (m -!)* + />, 

wo die Zahl p angibt, wie viele unter den Produkten i .m, 2.m, 3.W,..., 
(m — i)m voUe Quadrate sind. Wenn m aus lauter verschiedenen Prim- 
zahlen besteht, so ist offenbar p = o. Ist iw = a^b^d . . . , wo a, 6, c . . . 
die verschiedenen in m enthaltenen Priinzahlen und die Exponenten 
a, ^, j', ... alle gerade sind, ist also 7n eine volle Quadratzahl, so enthÄlt 
die Reihe i.w, 2.m, ..., m.m offenbar ebenso viele Quadratzahlen als 

die Reihe i, 2, . . . , m, ihre Anzahl ist also y/m = a^h^c^ ..., mithin ist 
in diesem Falle 

?: ?. t 

p = d^ b^c^ . . . — I . 

Ist m = a^^b^if . . . a^^b'^^^ . . . , wo a, y9, ;-, . . . gerade, a', ^y f^ ... ungerade 
sind, so muss eine Zahl 5, welche mit m multipliziert ein volles Quadrat 
ergeben soll, den Faktor a' 6' c' ... und ausserdem nur noch einen quadrati- 
schen Faktor enthalten. Befreit man also die Zahl s von dem Faktor 
a'b'& . . . j so muss ein volles Quadrat öbrig bleiben. Legt man mithin 
den Zahlen s ausserdem noch die Bedingung auf, nicht grösser als w zu 
sein, so stimmt ihre Anzahl ftberein mit der Anzahl der in der Reihe 

1,2,3,..., a^^b^c^ . . . a'^-'i''^-'c'^'-^ . . . 
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enthaltenen Quadratzahlen, gie ist also gleich a* 6' o' . . . a' ' b' * c' ' 

i i r r«-i m (A 

öder gleich a^Pc' ... a'^»^r»V^* . . . . 

Demnach ist in diesein Falle 

« å. r K] ['TI [K] 

Beide Werte fUr p lassen sich in einen Ausdruck vereinigen. Sind o, 6, c ... 
die verschiedenen in m enthaltenen Primzahlen, und ist m = å^b^c^ . . . , 
80 ist 

p =^ a O C . . . — I. 

Die Zahl m möge jetzt aus lauter verschiedenen Priinfaktoren von 

der Form ^n + i bestehen. Dann handelt es sich darum, Sr, zu be- 

stimmen. Zunächst ist klar, dass jeder quadratische R^st r von m durch 
einen andern quadratischen Rest i'' von m zu m ergänzt wird. Denn aus 
der Möglichkeit der Kongruenz 

x^ = r (mod m) 

folgt sofort die Möglichkeit der Kongruenz 

.r' = — r (mod m), 

da die negative Einheit quadratischer Rest jedes einzelnen der in m ent- 
haltenen Primfaktoren ist. Anderseits hat die Kongruenz 

x^ = r (mod m) 

• • • ' 

genau ebenso viele Wurzeln als die Kongruenz 

x^ = — r (mod m). 

Setzt man also 

r + r' = m 

Aeta mathematfca. 10. Imprimé le 18 Mal 1887. Q 
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und stellt die Gleichungen auf 



SO kommt jeder Rest r genau so oft vor, als der zugehörige Rest r'. 
Hieraus folgt 

'^^ tw (m — I ) 



*-l • 2 



und da die Zahl p unter der gemachten Voraussetzung verschwindet, so 
dttrfen wir mit Bertlcksichtigung der Gleichung (9) und der för jede Zahl 
m geltenden Gleichung 

J:s' = my \-]+Tr. 



*=1 



folgenden Satz aussprechen: 

Wenn eine Zahl m aus lauter versohiedenen Primfaktoren von der 
Form 4n + i besteht, so gelten die Gleichungen 

"v7y— 1 — (rn— i)(2m— I) 
(i i) iiv/H - . 

Es sei jetzt m = a^lP& . . . , wo die verschiedenen in m enthaltenen 
Primfaktoren a, 6, 'c, ... alle die Form ^n + i haben. Dann wird die 

# = m— 1 

oben zur Berechnung von STr, angestellte Betrachtung nur insofern al- 

teriert, als r auch gleich Null werden känn, und zwar geschieht dies 
so oft, als die vorhin mit p bezeichnete Zahl angibt. Die Zahl yo, deren 
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[-] [-] [-] 

Wert gleich a^ i^ c' ... — i gefunden wurde, ist offenbar gerade; 

denkt man sich demnach ^-mal statt des Restes Null den Rest m, so 

ergänzen sich wiederum stets zwei Reste r und r' zu w, und jeder Rest 
r wird ebenso oft erscheinen als der zugehörige Rest /. Hiérbei iöt 

die Zahl m jedoch --mal zu viel mitgerechnet worden, wir erhalten also 
die Gleichung 



^ m (TU — I ) tnp 

Å*"' = i T' 



und es wird 



m(m — I) mp 






öder 



(m— i)(2m— I) ^ y^ r«^1 



m — I ^ 



2 



Mit Hölfe einer einfachen Rechnung ergibt sich hieraus 



«■»«— 1 






und vermöge der Gleichung (9) 

. -v "t7/— 1 — (^— i)(2m— I) p 
(13) ;eiivH ^ T 2' 

Die Gleichungen (10) und (11) gehen resp. aus (12) und (13) hervor, 
indem man p = o setzt. 
Beispiel m = 25 = 5^. 
Die direkte Berechnung ergibt 

T.[ts\ =^ + ^ + ^ + 2 + 3 + 4 + 4 + 5 + 6 + 7 + 9 + 10+11 

+ 12+ 14+ 16+ 17+ 19 + 21 +23= 186. 
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Die Berechnung nach (12) ergibt, dii p den Wert 5^ — i — 4 liat, 



«-24 



tr^yiii 3 2 



Wir betrachten jetzt die Summen 



P 



-m 



und 



(?=Z[v'«p], 



wo p eine Primzahl von der Form ^n + i bedeutet. Da, wie leicht zu 
' sehen 



[v/^^.] - '^ 



ist, so gilt die Gleichung 

Anderseits erhalt man durch ein schon mehrfach benutztes Veffahren 
die Gleichung 

«— 1 

wenn man mit i! wiederura die Summe der quadratischen Reste von -p 
bezeichnet. Nun ist 

4 
•y^a _ p(y— 0(p+ ') 

^° TI > 

dl 24 

mithin 

(p— i)(i>— 5) 



p = 



24 



^ 12 
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Hieraus ergeben sich in Verbindung mit (ii) -so fort die von Bounia- 
KOWSKY aufgestellten Gleichungen (Bulletin de Tacad. imp. de S:t 
Pétersbourg, torae 28, p. 257, 263) 



s^'-' 



Tr /-I — (P- 0(i> — 5) 



«-p-l 



f»-i^^ -^^ 12 



För eine Priinzahl von der Form 4W + 3 hat man zunärchst, da 



L 4Q J L 4 "^ 4<7J 



? — 3 



4? J L 4 4qJi 4 

ist, die Relation 



f— 1 . «-8 



i[7]+.?,'^=ii=^'-i 



Ferner ist, wie leicht zu beweisen, 



«- 1 



folglich 



« -8 



«=r^ ^^ 12 </ 



7 



und vermöge der Relation 



B + R' = ikizll, 

* 2 



wo R die Summe der quadratischen Nichtreste von q bezeichnet, 



,-8 



,-1^^ ^J 12 o 
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(BouNiAKowsKY, a. a. o. p. 415). Da nun, wie pag. 39 gezeigt, 






_ (g— 0(4g+ I) 2E 
- 6 T' 



so folgt 



#-7-l 



^ (g-0(7g+ O g" 

12 gr ' 

(a. a. o. p. 419, 420). 

Es sei wiederum m = a^^y^cy' ... eine Zahl, deren Primfaktoren a, ft, c,... 
alle die Form ^n + i haben. Dann ist 



m— 1 m — 1 

4 ^^ 



('4) I [g + ,?,(v~i " '-^^ + .'. 



wo die Zahl p' angibt, wie viele unter den Produkten i .w, 2 .m,..., .m 

volle Quadrate sind, öder was dasselbe ist, wie viele unter den Quadraten 
i^ 2^ ..., f j durch m aufgehen. Diese Zahl ist aber gleich 

der Hälfte derjenigen Zahl, welche oben mit p bezeichnet und gleich 

[-] [-] [-] 
a ^ i ^ c ^ ... — I gefunden worden ist, indem zu jeder zwischen i und 

731 I 

— ^ — liegenden Zahl A, deren Quadrat durch m aufgeht, eine zwischen 

— - — und m — I liegende Zahl m — A gehört, deren Quadrat ebenfalls 

durch m aufgeht und umgekehrt. Denn (ef. Dirichlet, ZaMentheorie, p. 76) 
wenn r irgend eine ganze Zahl bezeichnet, so ist 

(w — ry = m^ — 2rm + r^ ^ r^ (mod m). 
Hieraus folgt aber weiter, dass die Quadrate ( ) , f y, ..., (m — i)' 
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dieselben Reste nach dem Modul m liefern, wie die Quadrato i*, 2', 

. . . , f ) , nur in umgekehrter Reihenfolge. Jetzt braucht man sich 

bios der pag. 42 angestellten Betrachtungen zu erinnern, um zu erkennen, 
dass die Gleichung besteht 



M — 1 •!— 1 

s = 



in(m — i) mp 



rV = mY P-1 + , 

'-1 nt Lwj 4 4 

und da die linke Seite den Wert ~ — ~ hat, so folgt 






(m— 0(m — 5 ) ^ 
24 . "^ 4 



folglich durch Anwendung von (14) 



IM -t 

a = 



w' — I 



2,Jv.m] - — — + -. 

[-] f"] [-] 
p = a^ h ^ c^ ... — I ist durch 4 teilbar; es verschwindet, sobald 

die verschiedenen in m enthaltenen Primfaktoren alle nur in der ersten 

Potenz erscheinen. Ftlr solche Zahlen, welche dieser Bedingung gen (igen, 

gelten also dieselben Relationen, ^ie oben fOr Primzahlen von der Form 

4n + I angegeben wurden, nämlich 



c^) rE]= 



m-l 

(w— i)(w — 5) 
24 



m— 5 



(16) f[^,-;;,]= (— 'X;-s) . 

Hierin liegt die Erklarung för die von Bouniakowsky (a. a. O. p. 265) 
beobachtete Thatsache dass die Gleichung (16) för m = 25 nicht richtig 
ist, wohl aber fttr m = 65. Far m = 65 ist eben ^ = o, so dass 
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ist, während för w = 25 die Zahl p den Wert 4 hat, so dass 

^> r 1 24 . 20 , 

wird. 

Die obere Grenze der Summation möge jelzt bis zu einem Vielfachen 
von m ausgedehnt werden. För zwei beliebige positive ganze Zahlen m 
und A; gilt die Gleichung 



i:[y+.?j«=Ä''^''+/'. 



T^ o' ^' J^' AM ^ 

wo />" angibt, wie viele unter den Brttchen — , — , — , . . , , ganze 

Zahlen sind. Es mogen nun samtliche in m = a^^l^ c' ... enthaltenen 
Primfaktoren die Form 4» + i haben. Dann ist 

f-1 f^1 f^l 



• • • • 



Denn es sind zunächst die Ä Quadrate m^ (2w)^ (3^*^), ..., (A;w)* durch 
w teilbar; ferner ist die Anzahi derjenigen Zahlen aus der Reihe 
I, 2, 3, ..., m — I, deren Quadrate durch m aufgehen, gleich p\ es 
liegen aber zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Vielfachen von 
m (mit Ausschliiss beider Grenzen) ebenfalls p Zahlen deren Quadrate 
durch m teilbar sind, wie aus der Gleichung hervorgeht 

(/iw + r)^ = /i*m* + 2/xmr + r*. 

Hieraus ist ersichtlich, dass />" in der That den Wert A(/> + i) hat. 
Biidet man nun die Gleichungen 






I A n A' tlX 



J w/ + )\, 



m ■ • "'" 
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und addiert, so koinint 



Ts' = my[-']+i:r. 



Nun ist 



t sm km 

S2 km(lcm + i)(2km + i) 

«=i o 



Sr. = Ä;Si 

*=l ' ,=1 • 2 2 






folglich 



Y^ r«n _ fc(m + i)(2im + i) k(m — i) kp 
^ Lm J "" 6 2 •" T 



und vermöge (17) nach einfacher Rechnung 

' rIv/m] = l[4k*m' - sm{k _ i) + 2] + ^. 

FQgt man zu den bisherigen Bedingungen noch die neue hinzu, dass 
alle in m enthaltenen Primfaktoren von einander verschieden seien, so 
verschwindet />, und es ergibt sich die Gleichung 

Zjy/^] = ^[4**m'* — zm{k — i) + 2], 

welche Bouniakowsky för den Fall abgeleitet hat, dass m eine Primzahl 
von der Form 41% + i ist. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Ausdröcke S[J«], S[y^«] zu 

berechnen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl ist. Setzt man 
[^n] == nif so gilt die Gleichung 



s = n a = m 



Z[Vi] +T[s^] = mn + m. 



Ä=l ' s=l 



da samtliche 7w Glieder der zweiten Summe auch nach Weglassung der 

Aeta tnathematica. 10. Imprimé le 16 Mai 1887. 7 



50 Jacob Häcks. 



eckigen Klammern ihren ganzzahligen Wert behalten. Nun hat das zweite 

Glied der linken Seite den Wert — ^^ 1^ -9 es ist also 

o 

# SS n 

/ o\ Vr ri / I \ m(m+i)(2m+l) 
(18) i:jv/*] = m{n + l) ^ f '. 

Ebenso folgt, wenn man [^n] = ni setzt, aus den Gleichungen 



s = n s=tn 






* = m 



m'(m + i)* 



die Richtigkeit der Formel 



s = n 



(19) Z[v/«] = wj(^^ +1) "-—^ 

Da fftr einen beliebigen positiven ganzen Exponenten a die Gleichung 
besteht 



«=>n mm 



SD«] + Sä"* = mn + m, 



jc^m 



wo wi = [y'w] ist, und da sich Ss'' vermittelst der EuLER^schen Summen- 
formel ausdrttcken lässt, so leuchtet ein, dass man in ganz derselben 

Weise die Summe Sfv/»] berechnen känn. 

Die Formeln (18) und (19) unterscheiden sich nur der Form nach von 
den entsprechenden von Bouniakowsky aufgestellten Gleichungen (Bulletin 
de Tacad. imp. de S:t Pétersbourg, tome 29, p. 252 und 270). 

Ebenso wie die Summe 

k'] + WA + m + . • . + [v«] 

lassen sicli auch die Summen 

[v •] + [v3] + [v^s] + • • • + [v/^^n^] 

und 

[V'i] + [V4] + [y/B] + . . . + (v/^j 
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auf eine einfache Weise darstellen. Setzt man \yj2n ~ i ] = ni, so ist 



i-^n s = m 



Sl^ärrni +t\:-p-] = -.+« + [~l 

1 = 1 

Aveil un ter den vorkommenden Werten von sich ganze 

Zahlen befinden. Fftgt man auf beiden Seiten zwei Einheiten hinzu, so 
kommt 



« E> r» t~m 






Nun ist 



s^m g- j . -, r- . -m s^m 



v^Ts* + n I fw + n -i. ' T" 2 _ ^ r^ + n _i ^(^ + o(2w + o 



«=1 



folglich 

/ \ \^r , 1 , I fm + ri m{m + l)(2»i + i) 

(20) Y[^2s - I ] = «m + - |_-^J ^ j^ 



< = n 



Zur Berechnung der Summe 5^[\/2«] sehlagen wir den nämliehen Weg ein. 
Setzt man [v/2n] = nij so ist 



«-i 



ss=n s=m 



« — 1 



Aveil unter den Quadraten i^ 2'\ ..., 7n^ sich I— gerade Zahlen be- 
finden. Es ist aber 



n**n ^ v^ 5 I fm + i"l m(m + i)(2m + i) i fm + \~] 



Demnach ist 



/'^tX Vr /— 1 I r^1 I I r^i + n w(m + i)(2m + I) 
(21; Z [v/2.] = m.. + [-J + - [-^J 

Die den Formeln (20) und (21) entsprechenden Darstellungen der 



s=n s=n 



Summen Zli/2«— il und Sli/2«|, finden sich bei Bouniakowsky (a. a. O. 
p. 260 sqq.) 
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Auf demselben Wcge, auf dem die Formeln (20) und (21) gewonnen 
wurden, gelangt man zu den Gleichungen 

m = [^2n — T] ; 

Ty^s] = ntn + [-J + - [-^j + 2 — :p-.' 

m = [\/2n]; 
w = [^2n— i]; 

m = [^2n] . 
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SUR LA VALEUR DE QUELQUES SERIES 

QUI DÉPENDENT 

DE LA FONCTION E{x) 

PAB 

M. A. STERN 

& BBBNB. 



La considération qui m*a fait trouver unc demonstration élémentaire 
du théoréine 

m— 1 



'£E(x+^) = E{fnx)-E{x) 



qu'on doit ä M. Hermite/ peut aussi servir a trouver la valeur de di- 
verses series qui dépendent de la fonction E^(x)y fonction qui, selon la 
notation proposée par M. Heumite, a la valeur 

, . E{x)E(x+ I) 
-^'(^) = —2 • 

Si k et m sont deux noinbres entiers, k < m et 

x>E(x)+-, x<E(x)+'^^^, 
on aura, r désignant un nombre contenu dans la serie i, 2, ..., m — i, 

selon que le nombre r est un des nombres i, 2, . . . , m — k — i ou 
un des nombres m — k, ..., m — i et il s'ensuit qu'alors la fonction 

E^ (x + ^)= -^ "^^^-^ "^ ^ 

?\ W/ 1.2 

* Voir T. 5, p. 315 et T. 8, p. 93 de ce journal. 

Åeta mathematiea. 10. Imprimé le 16 Mai 1887. 
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aura la valeur E^{x) ou E^{x + i). Ainsi dans la serie 2l^Å^ '^~) 

les m — k — I premiers terines auront tous la valeur E^{x) tandis que 
chacun des k termes sui vants sera = E^{x + i), et la valeur de la serie 
entiére sera 

= (n^ — k— i)E^{x) + kE^{x + i) = (m — i)E^{x) + kE{x + i). 
En substituant au lieu de k sa valeur E{mx) — mE{x) -on trouve 

m— 1 

(i) Z.^,U + ^) = E{mx)E{x) + E{mx) — {m + i)E,{x). 



Considérons la serie 



m— 1 



I (,«-,)£;.(. + i). 



r-1 

La som me des m — k — i premiers termes aura la valeur * 



[" mtm^ I) k{k + 1) 1^ . . 



k(k + l) 

et la somme des k termes suivants sera ~^^ ^^^ + O- '^^ valeur 

de la serie entiére sera donc 



k{k 

2 



±^E,{. + ■) + [^i!^ -•!&±J1]e,{.). 



Mais E^{x + i) — E^{x) étant = E{x + i) on aura 



k{k + O 1:7/ X , k{k + I) 



En supposant E{x) = o pour toutes les valeurs de x plus petites que 



Tunité positive, il est evident que la serie ^^E(x ) s évanouit pour 

les valeurs de x <i. On peut donc prendre x ^= i + z, z étant un 
nombre positif, et alors la serie se change en 

'£e{z + ^) = E{mz) - E{z). 
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Ainsi on aura 

(3) r^f^ -i) = ^H^ - ']) - ^i^- - 0. 

Cherchons maintenant la valeur de la serie 

m— 1 



£(„_,)£,(._£) 



= k • fe + 1 

En prenant toujours x > E{x) -\ — , x < E{x) H on voit que 



m ^ / m 



la valeur de E^(x j est = E^{x) ou E^{x — i) selon que le nombre 

r est <^Ä; ou > k. Ainsi la somme des k premiers termes de la serie 

est I — = ^ LB3(rr) tandis que la somme des termes 

(wi — k)(m — k — i) r, / \ 

suivants est = ^^ E^{x — i), et comme on a 

E,{x) = E,{x—i) + Eix) 
il s'en8uit 

m— 1 

(4) L(«* — r)E, (x — - j = -^ lE,{x) — ^ ^-^ 'E{x). 

En ajoutant ensemble les deux series (2) et (4) on obtient 

m— 1 m— 1 

!(«. - r)£, {^+^) + SC- - r)E, {x -^) 

et en substituant E{mx) — mE{x) au lieu de k on aura, apres quelques 
simples réduetions, 

m — 1 m — 1 

(5) £(»» - r) E,(x+^) + '£ {m - r)E, (.r - £-) = E.^mx) - mE,{x). 
Cest un théoréme qu'on doit aussi a M. Hermite/ 



* Voir T. 5i P- 3^5 ®* Corredion \ la suite de la table des matiéres du T. 8 de 
ce journal . 
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Si, au lieu de la serie (4) on considére la serie 



m-l 

r = l ' 



on aura 

m— 1 



(6) ^eJx-^) = kE,{x) + im-k- i)E,ix - i) 



= ^!t^[E{x)\^^'^^^=^^lEix). 



En prenant la somine et la différence des series (i) et (6) on obtient 



i— 1 , »-i 



(7) l,E,{x+^) + JlE,(x-^) = (,»- ^)[E{x)Y + 2kE{x) + k, 

M— 1 m— 1 m— 1 , . 

Les mémes considérations conduisent ä 

/ X x^ T-r / . ^ \ m(m — i) 7-» / \ . (2m — i)& — ^' 7-r/ . \ 

(9) 2.*'-^»(^ + m) =2 — ^-^'(^) "^'^ i -^(^ + ')' 

et la somme de ces deiix demiéres series aura la valeur 

m{m— i)\E{x)y + mkE{x)+ ''^'^~'^^~^\ 

On voit aisément que la niéme méthode donne la valeur <i'un grand 
nombre de series semblables. 

Berne le 20 février 1887. 
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Ober gewisse trinomische komplexe zahlen 



VON 

K. SCHWEEING 

in C0E8FELD. 



Seien p iind Å irgend zwei reelle ungerade Primzahlen, x eine Wurzel 
der Gleichung 

X^ = ly 

a eine solche der Gleichung 



a* = I, 



wo aber x = i und a = i ausgeschlossen werden soll und 

p = 2nX + I. 

Ferner möge g eine primitive Wurzel (mod i?) sein. Setzen wir dann 

(a, x) = X'\- oi.x' -f (i\xf + ai\xP' + . . . -f (e'\x^-\ 

so ist die von C. G. J. Jacobi eingeftihrte ^-Funktion durch die Glei- 
chung gegeben: 

(a ,x) 

Mit der Theorie dieser ^-Funktion haben sich die hervorragendsten Ma- 
thematiker beschaftigt. Insbesondere hat schon Jacobi gezeigt, dass sich 

die Anzahl der wirklich verschiedenen ^» stets auf > (in runder Zahl) 

reduciren lasse, und Herr L. Kronecker hat in einem sehr interessanten 
Aufsatze Zur Theorie der AbeVschen Gleichungen (Journal fQr die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 93, Seite 338 AF.) bewiesen, dass 

Åcta mathematica. 10. Imprimé le 2 Mal 1887. g 
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die Darstellung des Ausdnickes. (a, rr)^ durch Produkte konjugirter ^'' — 
mit gewissen Eigenschaften der trinomischen komplexen Zahl 

i —C' + C"; &'~'^ + I = o 

zusammenhängt. Diese Untersuch ungen Kronecker'8 zwingen zur Dar- 
fttellung der Norm jener komplexen Zahlen, und so trät mir in einem 
höchst interessanten Specialfalle jene in theoretischer und besonders in 
praktischer Beziehung so wichtige Aufgabe entgegen, die Norm einer tri- 
iwmischen komplexen Zahl anzugeben. Das blosse mechanische Ausrechnen 
der Norm ist nicht allein zeitraubend, sondern auch von gar geringem 
allgemeineren Vorteil. Ich stellte mir daher die Aufgabe^ ein Verfakren 
zu ermitteln, welches die Norm eifier trinomischen komplexen Zahl schnéll und 
sicher zu finden gestattet. Die Lösung ergab sich durch Darstellung der 
Norm als algebraische Form. Diese Formen scheinen eine genauere Be- 
achtung zu verdienen, da ihVe Koefficienters viele merkwördige Eigen- 
schaften zeigen und die Zahl der tvesentlich verschiedenen Formen in ge- 
nauem Zusammenhange mit der durch L. Kkonecker gegebenen Zurdck- 
ftthrung der ^-Funktionen sich befindet. 



§ I- 

Sei A eine Primzahl und a eine komplexe Wurzel der Gleichung 
oc^ = I. Wir betrachten die Zahl z -]- a — a^^S wo u eine der Zahlen 
I, 2, 3, ..., X — 2 ist. Wir suchen die Norm dieser Zahl, also: 

N{z + a — «"+*) = (^ + a — a''+')(^ + a' — «*'+') . . . {z + a'-' — a<^-"<'^"), 

öder 

N{2 + a — 0'+') = n(^ + «* -^ a'""^*)- (/.=i.2,....-i-i) 

7éU diesem Zwecke gehen wir nach der NEWTON-WARiNG^schen Methode 
zu Werke. Wir bilden aus den Potenzsummen der X — i Grössen 
— a' + a'^'^*^ die Koefficienten der Gleichung (A — ly*"" Grados, deren 
Wurzeln sie sind. Wenn man setzt: 

I'\^) = % + ^i« + ^2«' + • • • + öfA-ia^~S 
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danii ist 

F{a) + F{a') + . . . + F(a* ') = i:,F(«0 

und, weil i + « + ä' + . . . + a^"* = o, 

2^F(a'') — (A — i)tfo -^ cii — a^ — ... — a^. ^ = ÅUq — ^XO- 

Wir haben also: 

(O %F{a^) =^ ka, - F{i). 

Wenden wir diese SchlQsse jetzt iiuf unserc Potenzsununen an. Die 
Summc der ä^®" Potenzen ist: 



(2) S, = Tri- «'• + «'^'+'>)*. 



1 



Entwickelii wir nach dem binomischen Lehrsatze, so wird das k^"" Glied 

werden : 

/ ^Y+t hQi— \)k, .(h — k + I) ^,^Ä+xv) 

^ ^ ' i .2 ... le 

Wie Formel (i) zeigt, haben wir nun zunächst dasjenige k zu ermitteln, 
för welches h + ki^ teilbar durch X wird, denn dieses Glied verdient die 
Bezeichnung a^. Da ä > Ä und h < Å, so hat die Kongruenz h + kv = o 
(n)od ?) nur eine Auflösung, es entsteht nur ein solches Glied. Zudem ist 
jP(i) = o, da F{a) = (— a + oe^+V*. Folglich liefert uns (i) folgenden 
Wert: 

(3) ,. = ,.(_,)-.»fcl%<i=±±l>, 



wo zu dem gegéhenen h das zugeordnete k so zu bestimmen ist, dass wird: 

h -|- kv ~ o (mod A), 
h > k. 



(4) 



Zur Auffindung der Zahlenpaare ä, k geben Avir nun folgende Vor- 
schrift: Man schreibe alle Zahlen von i bis k — i nieder. Unter jede 
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schreibe man den kleinsten positiven Rest der hetreffenden mit v multiplicirten 
Zahl. Dann addire man die ubereinander stehenden Zahlenpaare. Ist die 
Summe grösser als X, so venverfe man das Paar, Ist die Samme kleiner 
als X, so hat man ein Zahlenpaar gewmmen. Denn die hetreffende Zahl 
der ersten Reihe ist k und die darunter sfeJiende Zahl der zweiten Reihe 
giht von X subtrahirt h. 

Beweis. Ist die Zahl der ersten Reihe k, so ist die darunter ste- 
hende Zahl r^ der zweit^n Reihe so beschafFen, dass r^ = ku (mod X) und 
zugleich r^ + k < X. Dann ist also X — r, + A-v = o (mod A) und zugleich 
X — r^>k. Folglich besitzt X — r, beide in (4) angegebenen Eigen- 
schaften der Zahlen h. Man erhalt auch sämtliche h durch das obige 
Verfahren. Denn h muss gleich X — /; sein, um der Kongruenz 
h -{- ku = o (mod X) zu genttgen und h > k zieht X > r^ -f k nach sich. 

Die Anzahl der Zahlenpaare h, k ist genau gleich 

Beweis. Zu jedem Zahlenpaare A, k gehört ein zweites X — A, X — k, 
Avelches auch der Kongruenz X — ä + v(A — A) = o (mod A) genögt. Aber 
der zweiten Bedingung (4) genligt es nicht, Denn, wenn h > k, so ist 
X — h < X — k, Zu jedem »passenden» Zahlenpaare A, k gehört ein Dnicht 
passendes». Also ist die Zahl der »pasSendenD die Hälfte der sämtlichen, 
w. z. b. w. 

Diese Zahlenpaare // , k treten im wesentlichen schon bei E. Kummer 
auf; sie erscheinen ihm bei Zerlegung der Funktion (p{a) in ihre idealen 
Primfaktoren. Vergl. auch Bachmann, die Lehre von der Kreisteilung, 
(Leipzig, Teubner 1872) S. 274. 

Gehört zu einem h kein passendes /r, so ist a^ = o, also s,, = o. 
Also: 

Die HcUfte all er auftretendefi Potem&ummen hat den Wert Null. 

Zahlenbeispiel : A = 1 1 , v = 2 . 

h 2, 3» 4. 5. 6, 7, 8, 9, 10, 
2, 4, 6, 8, 10, I, 3, 5, 7, 9. 

k = I, 2, 3, 6, 7, 
A = 9, 7y 5j 10, 8. 
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Sj — 5j — Sg — S^ — 5g — O; 



5. = I I. lO, 



S^ = — I 1.2 I, 



5, = — II. 8, 



s, = 1 1.9. 



s^Q =^ 1 1 .210. 



Noch eine wichtige Bemerkung Hber die Ä, A: mössen wir macheri. Die 
Summe beliebig vieler Ä, welche kleiner als X ist, wird imraer wieder 
eine Zahl h und die Summe der zugehörigen k ist das zur Summe ge- 
hörige k. Denn aus >^ 



Äj + \p = o, h,^ 4- ÄjV = o, 



• • • 



h^ + krV = o (mod X), 



K >K 



k > k. 



j • • • ) r^r ^ *^r 



folgt: 



• *1 + *2 + • • • + '*r + ^{K + *2 + • • • + *r) = O (mod A), 
^1 + Äj + . . . + Ar > *i + *3 + • • • + ^'r- 

Die Summen erfiillen beide Bedingungen (4), sind also Zahlenpaare aus 
der Reihe der A, k. Hieraus folgt, dass die Summe von Zahlen h, so 
länge sie kleiner als X bleibt, niemals zu einem y>nicht passendeni> Zahlen-^ 
paare fuhren känn, also nicht zu einem Zahlenpaare, dessen Sf, verschwindet. 
Und eine Zahl h, der en zugehöriges k die Einheit ist, känn niemals als 
Summe anderer Zahlen h erscheinen. 
Beispiel: X= 29, v = 11. 



A = 7, 10, 13, 14, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 
k = 2, 7, 12, 4, 9, I, 14, 6, 19, II, 3, 24, 16, 8. 



7 + 7 + 7 = 21 
2 -f 2 + 2 = 6 



10 + 13 = 23 
7 4. 12 = 19 



7 -f- 7 + 10 = 24 
2 + 2 + 7 = 11 



§ 2. 



Setzen wir jetzt: 



(5) 



i^(^ + a _ a^+i) = /-» + ^y-» + p,/-» + . . . + p,_,. 
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Dann lautet die WAUiN(i'8che Formel: 



(-•) 



(6) p< = r 7>7^F^ 



• o I • Oo • • • tJj 



tf^l O^t C^ 



.*< 



1 ^ * * * I i 



DHbei ist die Suinmation auf alle Wertsysteme ^^^ A^, ..., A^ zu er- 
strecken, welche der Gleichung genögen: 

(7) i = Å^ + 2Å^ + . . . + lAf. 

Die WAKiNG^sche Formel geliört zu den bekanntesten Gleichungen der 
Algebra. Man känn ihre Richtigkeit folgenderinassen darthun. Sei 

F{z) = {z — z^){2 — z,)...{z — z„) = z" + p^z'^' + • . • + i>,. 
Dann ist: 

^ = (-^)(-f)-(-7> 

Nun ist: 

I / M— fl [^ !?1 

Daher wird, wenn wir ^a = -2fJ + 4 + • • • + -2^11 einfohren, 



, F{z) III 11 



al8o: 



*!(«)_ ^-'»-7 ^~r^-^ 



1 



0" 



• C/ • . t C7 



Mithin erscheint — ^ als Produkt folgender Faktoren: 



I I . 1 I „ 1 II»! 



h'^^' «'* •" |2 h*^^z^^ |3 A"^*'««* ■«"••• (A-1,2,8,...) 



Man erhftlt also ftir — ^ eine nach Potenzen von - geordnete unendliche 

Reihe. Multipliciren wir mit ^"j so entsteht links eine ganze Funktion 
von z; also inuss die unendliche Reihe die Eigenschaft haben, dass sie 
beim n*"^" Gliede abbricht, dass also die Koefficienten der Potenzen mit 
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negativen Exponenten verschwinden. Ordnen wir nach VoUzug der Mul- 
tiplication, so erhalten wir Gleichung (6). 

Diese Herleitung der WARiNG^schen Formel hat ausser ihrer Körze 
und Einfachheit den Vorteil, dass sie eine Methodc angibt, die Koeffici- 
enten p^ Obersichtlich aufzuschreiben. 

Da in unserm Falle die Halfte nller s^ Null ist, so ist die Anzahl 
der Auflösungen der Gleichung (7) eine sehr beschränkte. Wir mftssen 
nllmlich, um p^ darzustellen, die Zahl i als Zahl h auffassen und aus 
Zahlen h durch Addition zusammensetzen. Es handelt sich hier um 
Zahlen, die kleiner als X sind; und wir haben gesehen, dass die Addition 
solcher Zahlen /?, deren Summe auch kleiner als A ist, immer wieder 
Zahlen derselben Reihe ä ergibt. Zur Bildung einesiJ^, dessen zugehöriges 
5< verschtvindet, liefern also nicht verschwindende s^ keinen Beitrag. Solche 
Pi (i eine Dnicht passende» Zahl) verschwinden also ebenfalls. Folglich: 

In N{z -fa — a"^') ^^ ^'^^ ^^^^ Hälfle dier Koefficienten der Po- 
tenzen von z gleich Nvih 

Wenn wir zur Bestimmung der einzelnen Koefficienten dbergehen, 
so erscheint es zweckmässig, die Entwicklung nach steigenden Potenzen 
von z vorzunehmen. Man findet folgende Ergebnisse: 

I. Das von z freie Glied ist X. Denn setzen Avir 

f^^ W = T^ =i+z + z' + .,. + ^-S 



z — I 



SO ist 



n,(a^ — a^^^^'') = n,(i — a'^) = ip{i) = A. 



1 



FQr die folgenden Satze geben wir den Beweis an spaterer Stelle. 

Man biide den numerus socius von v, namlich /t mit der Eigenschaft: 

/iv = I (mod /). 

Dann wird ^ 

2. Der Koefficient von z in N{z + a — a"^^) 

A • 
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3. Der Koefficient von z^ in tiiz + a — a""*"*) rst entweder 

^ (>i-3/i-iX>i-3/i- 2) ^^^^ nämlich 2/i< ;i; 

2.3 r- ^ 

oder 

(2^ — 3/i — \){2X — 3/i — 2) ^ . 

A^^ ^ '. wenn 2/1 > A. 

2.3 '^ 

4. Der Koefficient von z^ in '^{z + a — a""*"^) ist 

, . . (^ — 4/i — I )(^ — 4/i — 2)(^ — 4/^ — 3) ^ s ^ ^ 

(a) A^ ^ 33^ ^_^, wenn 2/1 < A, • 3/^ < ^• 

/M ^ (A — 4/i— iXA — 4/i — 2)U — 4// — 3) I ■>2 (A — 3/^— 0(^ — 3/^ — 2) 

'^ '' 2.3.4 2.3 ' 

wenn 2/1 < A, 3/i > A. 

/ N ;^ (2>i — 4/i — 1X2A — 4// — 2)(2; — 4/i — 3) ^3 (A— 2/i— I)« ^ 

2.3.4 " 

wenn 2(i> X, 2>t^< 2A. 
(d) ;^ (3^-4/.-i)(3i-4/.-2X3^-4/.-3) ^ wenn 2;« > A, 3^ > 2A. 

2.3*4 

Aus diesen Werten erkennt man deutlich den Charakter der zu er- 
wartenden Resultate. 



§ 3. 

Eg ist 

N{z + a — «"+') = N{za"'-' + a""" — i) 

= N{za''^' + a'' — i) = N{i —a' — a"^\z). 
Ersetzen wir jetzt die Einheit durch x und bilden: 

N{x — a' — a""^' .z). 

Zu diesem Zwecke mtissen wir wieder die Potenzsuramen der Wurzeln 
bilden und dann nach Waring'8 Formel verfahren. Es ist hier 

A-l 



1 
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Entwiökeln wir nach dem binomisehen Lelbfsatze 

F(a) = (a" + a^^Kzf, 

80 wird das allgemeine Glied: 

h(h—\),,,{h — h+i) ,+^ , 

; .a .» . 

I . 2 ... i 

Wie wir in Gleichung (i) gesehen haben, kommt es atif rfie Bestimmtmg 
desjenigen k an-, welches bewirkt, dass pA + Z; = o (mod )) wird. Wir 
haben schon oben fx durch dié Kongifuenz éingeföhrt: 

(8) /iv = I (mod A). 

Es wird also k so zu b.estimmen sein, dass dic Kongruenz stattfindet: 

(9) Ä + /£Ä: = o (mod A). 

Zugleich muss h> k sein. Damit sind wir denn auf diejenige Norm 
geftlhrt, in welcher v durch fi ersetzt ist, namlich auf N{z + a — a'*"*'^- 
Nun ist nach Gleichung (i) 

s, == i:,(a- + é'^''\zy = X f^if^-^^^-^^-^+^y ^ — (i + ^)*. 

Hier bedeuten Ä, k die zur Norm N{z + a — af^^) gehörigen Zahlenpaare. 
Wenn man nun z durth — z ersetzt und beiderseits mit ( — i)* multi- 
plicirt, so erhält man: 

2:^.(_ aV. ^ a^^^^Kzy = (— I')^^^;i ^(^-')•-(^-^+^) ^ — (— I + z)\ 

öder mit Erinnerung an Formel (3) 

A~l A— 1 

2:,(— «-' + o<'+"^^)* + (— I + ;?)» = ^i;,(— a' -f- of^"*'?. 

Wenn nun nach der WARiNG'schen Formel aus den Potenzsummen 

A-l 

2:,(— a' + a^'^+')* 

Äeta mathematiea. 10. Imprimé le 3 Hal 1887. O 
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die Gleichung gebildet wird, so erhält man N{x + « — o^^Oj welches 
etwa die Form habien möge: 

öder wie wir von jetzt ab immer schreiben werden: 
(i o) N{x + a — a^+^) = x^-^ + Tg^x^'^-'; 

wenn aber aus den Potenzsummen /S( — a*" + a*^ '''*^^0* ^^^ Gleichung 
gebildet wird, so kommt zu jedem qj^ noch der Multiplikator ^ hinzu. 
Dies ist zweifellos, wenn q^^ nur von 5^ einen Beitrag erhftlt. Ist dagegen 
h auch aus kléineren h durch Addition zusammengesetzt, so muss man 
sich erinnern, dass dann die Summe der zusammensetzenden h die Summe 
der entsprechenden k als k besitzt. Wir baben nun: 

(i i) r,(— a^'- 4- ^'''^'"'.zy + (— I + ^)* = o* + ^^(— «'• + a'^'*^^^*- 

Links und rechts befinden sich Å Summanden und deren i**, 2^, . . . , A — i*^ 
Potenzsummen stimmen tlberein. Bilden wir also nach Waring's Formel 
die zu beiden gehörenden Gleichungen, wobei wir auf der rechten Seite 
jedem q,, den Faktor ^ beifögen mössen, so entsteht eine IdentitÄt. Selbst- 
verständlich muss daftlr gesorgt werden, dass eine Wurzel der links ent- 
stehenden Gleichung Null sei. Wir erhalten dann links die Grösse: 

{x — z+ i)N{x + a" — a''+^^) — (i — z)N{ar -^ a'^'.z) 
öder mit Erinnerung an die Funktion ^{z), Seite 63: 

(ir 4. I — 2)N{x + a' — OL^^Kz) + ^ — i. 
Daher die Identität: 

(12) (x+ \ — z)N{x 4- a" — a"^'. ^) 4- ^ — i = a;' 4- rg,rr^-V, 

[/ii;=i (mod A), h'\-fjk = o (mod A), h>k\. 

Zu h = Å — I gehört k = v; denn Å — i 4- /iV = o (mod A) und Å — i > v. 
Ersetzen wir noch z und x durch - und -, so wird: 

• y y 
(13) {^ + y — 2)^{^ + «'</ — «•+'.■?) + / — y — x^ = Tg„oc^-'' y-* , z* . 
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Die Summation erstreckt sich auf alle Wertépaare A, Ä, welche den Be-» 
dingungen genQgen: 

(14) /iu=i (mod A), h + fik = o (mod A), h>ky h < Å. 

Die Gleichung (13) enthält ein HauptresuUat unserer Untersuchungen. 
Ersetzen wir noch a durch o^, so wird 

(15) {x+y — z)N(x + ay — oc^+».;s) + z' — y\—x' = ^q.x'-" y-' ./ . 

m 

Die Qn sind durch die Gleichung definirt : 

Ist bei den Summen nichts anderes ausdröcklich bemerkt, so gelten immer 
die Bedingungen (14). Da samtliche y^ den Faktor Å enthalten, so känn 
man ihn abtrennen und die arithmetische Form F{Xy y, z) A^*"* Ordnung 
mit drei Variablen durch die Gleichung definiren: 

(16) 'A.F(rr, y, z) = ry,a>'-\y*-*./. 



§ 4. 

Nehmen wir in Gleichung (12) a; = — i, so wird, wenn man zu- 
gleich z durch — z ersetzt, ^ 

(17) N{z + a — «'+%= z"-' + Z(— !)*+*+'. y* . /-^ 

Anderseits ist: 

h ■\- kv = o (mod )), h > k. 

Die vorige Summe erstrfeckte sich auf die A, ä:, welche den Bedingungen 
gentlgen h -{- k/i = o (mod A), A > k. Nun ist aber " 

Å — k + v{k — h) = o (mod A), X — k> k — h. 
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sobald h -{r k/x = Oy h > k ist. Daher känn man die letzte Summe auch 
so schreiben: 

(i8) N{z + a-^a^+^) = /'^ + ^P,-..^''. 

{h + k/x = Oy h> k). 
Demnach erhftlt man: 

(19) Px-. = {- ^y^''' - Q, 



• ^ k • 



Dies ist ein zweites HauptresuUat. Es wird spftter fUr die praktische Be- 
rechnung der q von hervorragender Bedeutung sein. 
Nehmen wir in (12) x = z, so wird 

N{is + a" — af^Kz) = i + rg,^'*^*. 
Also 



nU 4. a^I _ aV+A _ jy^/i ^ ^ _ ^i-A _ ^-A+i ^ j;^^^ 



-*+*+! 



oder: 



(20) N{z + a — a^-^) = ^-' + Zg,/-*-^ 

Auch hieraus känn man eine der Gleichung (19) analoge ableiten. Die 
dabei auftretende ist aber praktisch von geringerem Nutzen als (19). 
Sei nun 

(21) (/i+ i)f=i (mod A). 

^ » 

Dann ist N{z + dy—a^^^) = N[z + a^ — a). Also nach leiehten Um* 

formungen : 

(22) N{z + d — a^^ z"-' + 2:(-* 1)*.?*.-^''^-". 

Durch ähnliche Schltlsse finden wir, da 

{X — fi){X — v) = I (mod X), 
{u+ i)(A— f + i)=i (mod;), 

(23) N{g + a^.%'-') ^ «*-' + ^{— !)*-*+'?».;?*-*-* 

(24) N{$ + a^ a^-f+') = ^-' + 2:(— 1)*?».^-'. 
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Die 6 Nönntn N{z + a — a"''), N{z + a — a'^'). N{z + a — oi'~'% 
N{z 4- a — a^'~')j ^{^ 4- Qt — a'^ N{z + a — a^"'"^*) sind auf elnander 
zuruckfuhrbar und können in ebier Berechnung gefunden werden. WoUte 
man jede selbständig durch Zahlenpaare Ä, k und Waring's Formel 
bilden, so wUrde man finden: • 

1. N{z + a — <^^^) gehört an das Paar Ä, k\ d. h. 

h + /ik = o (mod A), h> k. 

2. N{z + a — a"^^) gehört an A — k, A — A, 

weil A — k + p{Å — h) = o (mod A) ^ 

und A — A > A — h. 

3. iV^(^ + a — a^-^) gehört an X — h + k, A, 

weil A — h + k -}• (A — /i — i)ä; = o (mod A) 
und A — h -}• k > k. 

4. i\r(2i + a — a^-'') gehört an X — h + k, A — A, 

weil A — A + Ä4-(A — v— i)(A — Ä) = o (mod A) 
und A — A + ^>A — h. 

5. J\r(£f + a — OL^ gehört an A, A — A:, 

weil A 4- (f — i)(A — Ä) = o (mod A) 
und A > A — k. 

6. iVr(^ 4. a — a^-^+^) gehört an X — k, h — A, 

weil A — A + (A — f)(A — Ä) = o (modA) 
und A — A > A — k. 
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Stellen wir ferner die Gleichungen zusamineny welche die Beziehungen 
der 6 Funktionen ausdrttcken. 



(25) 



2 

3 

4 

5 

6 



■N{2 + a 
N{z + a 
N{z + a 















Dabei ist 



(26) 



/£V=I, (/i+l)f=I, (;— /i)(; — V)= I, 

(v + i)(; — f + i)= I (mod A). 



Zahlenbeispiel. X= 11, fi = 2, v = 6, ^=4. 



I. 



2. 



A 
A 



Ä = 5» 7» 8, 9, 10 

* = 3, 2, 7, I, 6 

Ä = 8, 9, 4, 10, 5 

Ä = 6, 4, 3, 2, I 



3- A- 



Ä + Ä = 9, 6, 10, 3, 7 



3. 2» 7, I» 6 



4. Å 



h + k= 9, 6, 10, 3, 7 
A — Ä 



= 6, 4, 



3» 2, I 



Ä — Ä = 



k 



5, 7, 8, 9, 10 
2, 5. i> 8, 4 



6. 



A 
/( 



Ä = 8, 9, 4, 10, 5 
Ä = 2, 5, I, 8, 4 



zu iV(^ + a — a'); 



zu N{z + a — «')> 



zu N{2 + a — a*); 



zu N{z + a — «*); 



zu . N{z + « — o*); 



zu N{z + a — «*). 



g^ = — 2.\i, 



«/, =311 



?K = i.-i'» 



y. = — i.ii. 



(?,« = I- II- 
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Daher hat man die Normen: («'* = i) 
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N{0 + a 

N{g *+ a 

N{z + a 
N{z + a 



«0 



^" + II 

;?"+ II 
^"+ II 
;?"+ Il 
i!'« + II 
Z'" + Ii 



2e' + 3z' + e* — 2 + i), 



2^" + 3-af + ^" + I 



^*), 



2^ -!- JÄ* + I — ät' + 2*), 

2^» — 3^» + ^» + ^ + i), 



2Z 



Zz +z'-\- 1 + Äf»). 



§5. 

Wir wollen jetzt tlber die Änzahl der verschiedenen, nicht auf ein- 
ander zurtlckföhrbaren komplexen Zahlen von der Form z + a — a*^^ einige 
Unterguchungen durchföhren. 

För /i = I *wird j; = i ; ferner ?, — v = A — /i = A — i und 



f =A— f + I = 



Å+ I 



Die drei Zahlen z -{- a — a-', z -}• a — a*~S z -}• a — ai^^+^^ bilden eine 
rfmgliedrige Gruppe mit Normen, die in einer Berechnung gefunden 
werden. Dabei ist bemerkenswert, dass i — a — a~^ immer eine kom- 
plexe Einheit ist. Denn (vergl. Kronecker, de unitatibus complexis, Journal 
fQr.die reine und angewandte Mathematik, Bd. 93, S. 23) es ist 



I — a 4- a^ = 



I + g' 
I + a 



Es ist also N{z + a — a^ = i för z = — i, öder S( — i)*?^ = o, wenn 
Ä -|- ÄEio (mod X), h> k. Daraus ergibt sich die interessante Gleichung: 

(27) I +£(_ ^)..» (^-^-0(^-^-2V(>i-2fe+l) ^ ^ ^^_,, ^j 

So ist ftir X = II und A = 1 3 bezQglich 

i— 4 + 7 — 5 + 1=0; 1—5+12 — 14+7 — 1=0. 
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• 

• Scheiden wir die dreigliedrige Gruppe aus, so bleiben för A von der 
Form X = 6k -}• 5 m der Reihe 2, 3, . . . , X — i noch 6k Zahlen tlbrig. 
Wir erhalten also N{z + a — a^), welches 3 Normen vertritt und ausser* 
dem 6k Normen, die in k Gruppen zerfallen. Im ganzen finden wir also 

—g — Gruppen. Die eine enthftlt 3, jede der öbrigen 6 verscbiedene 

Normen. Fcir A = 6Ä; + i dagegen ist eine Zahl å angebbar, so dass 
d"" + f7+ 1=0 (mod A). Dann wird fQr /i = d, u = d\ Å — /x = d^+ i, 
A — v = (?4- I, f=x=A — (?, A — f4- I =^+ ^- Folglich erhalten wir 
nur zwei verscbiedene Normen in dieser Gruppe, nftmlich A"(^ + a — a"^^) 

und N{z + a — a'^"*"^). Hier erhalten wir also im ganzen ^ Normen- 
gruppen. Die eine enthält 3, eine zweite 2, die tlbrigen je 6 Normen. 

Mit dieser Gruppirung der Normen trinoniischér komplexer Zahlen be- 
findet. sich die Gruppirung der Jacob f schen ^{ol) in voUkommenster Ober- 
einstimmung. Man vergleiche meinen kleinen Aufsatz im Journal för 
die reine und angewandte Mathematik, Bd.. 93, S. 337. 

An dieser Stelle woUen wir nöch einige Bemerkungen ttber die (7^ 
beifttgen. 

1. Sie haben sämtlich den Faktor A, weil alle s^ den Faktor A haben. 

2. Die Kongruenz h + k/i = o (mod A) liefert iflr^k = i den Wert 
h = A — /i. Daraus folgt s^^,, = ( — iy"'*^i.A(A — /i). Und da h nicht 
aus kleineren h zusammengesetzt ist, weil & = i, so folgt 

(28) (7a-, = (- i)"-^'-^; 

Gleichung (19) liefert daher 2h^\ = ^- ^^ allén diesen Normen ist also, 
wie wir schon oben feststeilen konnten, das von z freie Glied A. Wie 
Gleichung (25 n° 5) zeigt, ist in N{z + a — a^ der Koefficient von z^~^ 
ebenfalls ( — ^Yqi-i, also gleich A. Und nun ist in N{z -f a — (^'^^) der 
Koefficient von /^* ebenfalls A, da wir nur f mit /i + i zu vertauschen 
haben, um N{z + a — a^ in N{z + a — a"^0 tlberzufahren. Also: 

In N{z + a — a'*"*"^) ersclieinl unter den Koefficienten q^ dreimal der 
Wert A. Der Koefficient von zf^"^ ist ( — i)'*~^A; der Koefficient von /""' 
und das von z freie Glied sind A. In N{z + a — a') tritt A nur zwei- 
mal auf. 

3. Ahnliche Schlösse gelten för k=2. Die Kongruenz Ä+Å:/i = o (mod A) 
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liefert A = A — 2/£, wenn 2fx< X öder h = 2 A — 2/i, wenn 2/i > A. Ist 
A — 2/i < 2, also A = 2/£ + I, so fehlt das betreffende Glied, also ist 
q^ = o. Im Fälle Ä = A — 2/i ist ftir Gleichung (7) nur eme Auflösung 
vorhanden, also h nicht zusammensetzbar aus kleineren h. Demnach ergibt 
sich unmittelbar g^ aus Sf,. Im Falle h=2Å — 2/i, 2/i > A ist ftir (7) eine 
zweite Auflösung vorhanden, nämlich A — /jl + X — /i = 2A — 2/i. Die 
WARiNG^sche Formel ist also in diesem Falle zweigliedrig, aber die Aus- 
rechnung ergibt dasselbe Resultat wie im ersten Falle. Wir haben das 
Resultat schon zu Ende des § 2 mitgeteilt. Die tlbrigen dort gegebenen 
Werte findet man durch Betrachtung der Fälle A; = 3, 4. 



§6. 

• 

Wir wollen jetzt in einigen einfachen Fallen /i= i, 2, 3 rfte Normen 
als Beihen darstdlen und eine allgemein gttltige Entwicklung geben. 

Nach unsern Bezeichnungen ist /iv» = i (mod A), und wir dörfen p> fx 
voraussetzen. Denn die Fälle /i=i, v=i; /x = X — i, j; = A — i 
öder /i = v werden in besonderer Betrachtung erledigt. Die Kongruenz 
h + fJc = o (mod A) känn durch folgende Gleichungen ersetzt werden: 

h + fjk = lA 
h 4- ak = 2Å 



h -\- fik :r:= /jj. 



Man hat also för die r^ Reihe h = rÅ — /iÄ, und da h>k, so folgt 
(/i + i)k< rX. Anderseits ist Ä < A, also /jJc > (r — i)A. Wir erhalten 
also för die k der r^*° Gruppe die Grenzen 

Betrachten wir nun die erste Gruppe genauer. Seien Aj, k^ und A^, ä, 
zwei derselben angehörende Paare, so ist Aj + A^ + /i(Ai + k^) = 2 A. 
Also gehört A^ + A^ entweder der zweiten Gruppe an öder es ist nicht 
vorhanden. Letzteres wörde fttr \ + A, > A stattfinden. Hieraus folgt, 
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dass die h der ersten Gruppe nicht aus kleineren h als Summanden zu- 
sammengesetzt sein können. Mithin gelingt fftr die erste Gruppe un- 
mittelbar die Bildung von q^^ aus 5^. Durch Anwendung von (3) schliessen 
wir daher sofort: In N{z + a — o^^^) kommt eine Reihe von Gliedern 
jPj vor, welche gegeben sind durch die Gleichung: 



F, =;(-!/ 



+1 v*— 1 



•" '^^*^ ^ 2.3. ..fr 



k=2, i,...,E{-^\ 



Ftir die zweite Gruppe könnten wir zwar einen ähnlichen Ausdruck 
bilden; aber sie wird von Gliedern der ersten Gruppe beeinflusst und 
zwar nicht in einfach angebbarer Weise. Dieses Ziel erreichen wir durch 
eine andere Gruppirung folgendermassen. Wir beweisen leicht aus (29) 



(30) 



(/i — r + i)X ^ ^_j. (/i-r+ i)Å 
ft ' // + I * 



Daraus entstehen folgende Gruppen: 



(30 






— k> 



— k> 



H + I 

2X 

H + I 






/^ 

/^ 



> ; — Å;> 



fik 



/* + ! 



Diese Gruppen haben nun die Eigenschaft, dass immer zwei Zahlen X — k 
der s'" und f*" Reihe, in ihrer Summe eine Zahl der (s + /)""" Reihe 
ergeben. Man addire nur die s** und t^ Ungleichung. Die X — k als 
Zahlen h liefern aber, wie wir in § 4 gesehen haben, N{z + — a'"*"'). 
Bilden wir also: 



9> 



_ ,V/_ ^^»+*.^-l I (X-k)().-k-\)...{h-k+ \) >^, 
^ ' 'Å — k 1 .2 . . .(?. — h) ' ' 



TÅ 



> X — k> 



rÅ 



/^+i' 



h Jf. (Ji = {n — r + i)A; 



^ 
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so wird 

wo B aus dem zu Anfang des § 2 Gesagten als eine unendliche för 
unser Resultat unwesentliche Reihe klar ist. Daher ist 



+ ^ (Fs +f:f^, +6^' + 



• • • • 



Die Klainmern umschliessen Glieder, deren Zahlen Å — k von 2-, 3-, ...- 
facher Zusammensetzung sind aus kleineren Zahlen Å — k. Die umständ- 
lichste Rechnung wttrden die Glieder /i-facher Zusammensetzung erfordern. 
Aber fttr diese Glieder wenden wir Formel (19) an und erhalten sie so 
unmittelbar. Daher gelangen wir zu folgendem Schlussergebniss. 
»Man biide: 



'1 ^ Ä I . 2 . . . Ä; / 

*= I, 2, ..., E(— -^); A = Å—fjJc. 



r-1,2, ...,j*— 1) 



Dann ist: 



(32) N{z + «-«'+>) = z'-' + /; + /-'.j., + /->(j,, +15,?) 
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Als Beispiele teilen wir die Gleichungen mit: 



k — 2f 3> • • • ? 



2 ... fe 

;i-- 1 






' ' 4^* 2 . . .(2n + I — 



(2n + I — 2&) ' 



(2n + fe— l)...(3^).2n-2* 

wenn A = 6n + i . 

2«+l 



N{z + « — a») = /-' — Xz + ^^ ^^ - 2fe - O • ■ . (^;. - 3fe + i) ^_ ,y^«-. 

2 . 

I \J2n I iV^ (2n + fe) . « . (3"^ o 2n-2*4-2 

"* ^* 2 . . . (2n— 2fe + 3) ' ' 

wenn A = 6n + 5. 
För /i ^= 2tj ^= 12^4- I erhalten wir: 

N{z + a- a*) = /-' + ;.(/; + Fl + *")• 
Hier ist: 

f ,^ -L ^-7 ,6 , (A- io)(A— 1 1) g (A— i3X^— i4)(^— 15) ,11 , 

'^ * 2 ^ 2.3 ^ 2.3.4 

. , (4n — 2)(4n — 3)(4n — 4) 3 (4n — 3) ... (411 — 8) « 
^^ ' 2.3.4 ^ 2 . . .7 

, (4n~-4)...(4n— 12) ^^ , 

2 ... 10 * 

„. / , \ , (2n— i)(i6n* + 8oä' — 2in — 30) . , ' r 

Die Reihe V^ enthält die zweifach zusammengesetzten g^. Das Bildungs- 
gesetz ist nicht erkennbar, und darum thut man wohl, an der Reihe (3 2) 
festzuhalten. 
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§ 7. 

Eine andere Methode zur Berechnung der q^ ergibt sich folgender- 
massen. 

Wenn man in Gleichung (15) z = x '\- y setzt, so wird: 

{£ + yf = x' + 1/ + Zy.o;'- -*./-*. (x + yY- 

Nehmen wir also y — i, so erhalten wir die einfache Gleichung: 

(33) , (»^ + O' = .c' + I + 2:y,x'--*(.r + i)*. 

Entwickeln Avir nun rcchts und links nach Potenzen von x, eo erhalten 
wir Rekursionsforineln von der Gestalt: 

Å — I 



?A-a + ^1 • Ql-i = ^ 



7~' 



Ja-S + '^2*91-1 i j 2 ^^"^ — 2 ^ 



Hier bedeutet Ä^ das zu ä = A — r gehörige k , so dass 

r = /iÄv, ^'r = ^^ (mod A). 

So wird also k^ = v; Aj = 2j; öder = 2u — A; Äg = 31; öder =31^ — A 
öder = 3^ — 2A; u. s. w. 

Hiernach lassen sich die Resultate des § 2 wohl am einfachsten ab- 
leiten. Vergleichen wir die höclisten Exponenten, so erhalten wir Glei- 
chungen von der Form 

9h, = ^7 



?*. 



+*....+'-4^i'j.,~A<i^iÄ^, 
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Hier bedeutet k^ das zu h^ gehörende k und gehorcht der Kongruenz 

k^ = — fr (mod A), 

so dass Äj = A — f ; A-^ = A — 2f öder = 2A — 2f ist; u. s. av. 
Man känn auch die Gleichung erhalten 

(34) {x + if = x^ + i + 2:(— iy.x'.{x + 1)*-*. 

Dann erhält man ein ähnliches System von llekursionsformeln. Die erste 
wird 

y,_, = (-I)"^^A. 

Man sieht, dass so von drei Seiten her der Zugang zu den Qj^ eröflfnet 
ist. Und dadurch erhält unsere Methodc den Charakter vollkomnienen 
Abschlusses; denn der Wert A tritt unter den g^^ im allgemeinen an drei 
Stellen auf. 

Da A — h cntweder gleich /jjc öder gleich fjc — ffX ist, wo g eine 
ganze Zahl bedeutet, so haben wir noch 

(x + ly = x^ + i + Tq,x-'\x^^' + af)S 
öder, wenn wir x durch a ersetzen, 

(35) (a + i)^' = 2 + Tq,{a^^' + dj. 

Da die Gleichung (A — i)**° Grades, welche a bestimrat, irreduktibel ist, 
80 känn man auch aus der letzten Formel eine Methode ableiten, welche 
die Werte der q,, finden lässt. 



§ 8- 

Wir woUen jqtzt einige weitere Eigenschaften tmserer Normen aufzählen, 
Vertauscht man z mit — Zj so föhrt Gleichung (15) zu nachste- 
hender Beziehung: 

(36) {pc + y + z)N{x + yoc + zo!"^') — x^ — y^ — z" 

= 2:(- iy.q,.x''\y'-''.z'. 



\ 
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Analog erbalt manrdurch Vertauschung von « mit a^ und y mit z 

(3 7) C»^ + ?/ + ■?) -^^0'^ + ya + ^aO — ^' — v' - ^ 

= Z(— I )*.(7,.ir^-*. /./-*. 
Andere Formeln erhftlt man ohne Möhe in ähnlicher Weise und zwar 

(38) i^ + y + !i)N{x + ya + za-^') — x' - y" — z" 



= i:{-iy.g,.</*.y''-'. 



z'-' 



(39) {x + y-\-'z)N{x + ya + za''^^') — x' — y' — z' 

(40) {x + y + z) N{x +ya + zo^-") — x'—y'--z' 

= Z(— \y . g, . x"-' . y"-' . z" , 

(41) (a- + y + /) iV(a; H- ?/« + Ä-a*-') — x^ — y" — z" 



= Z(-i)*.<7,.ar*-'./. 



„A-A 



Nehmen wir x = y = z = i, so erhalten wir aus einer dieser 6 Formeln 

(42) 3^(1 + « + a^+0 = 3 + S(— .0* . ?.. 

Es ist also S( — O**^'* immer durch 3 teilbar. 
So ist ftlr A = 1 1 , )M = 2 

i:(— l)^g, = 11(2 + 3 — I + I + i) = 6. II. 

Diese Bemerkung ist als Rechnungsprobe nicht ohne Wert. 

Die Gleichung (42) zeigt, dass die 6 Normen ,"^ welche links ent- 
stehen, wenn man fttr // + i die Werte p + i, f, X — /i, Å — p, A — S+i 
setzt, identisch sind. Man bestätigt dies auch durch unmittelbare Be- 
trachtung der komplexen Zahl i + « + d'^^ ohne Möhe. Und hierin 
liegt vielleicht ein Hinweis, wie unsere Untersuchungen ttber die trino- 
mischen Zahlen hinaus verallgemeinert werden könnten. 

Far N{a + a*"' + a^, wenn d^ ~ i (mod A) erhalten wir nur ~ 
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verschiedene Faktoren. Denn a + a^ -f a'^ ist eine. Periode der Kreisteil- 
ungsgleichungen. Biidet nian also nach unserem Verfahren die Norm 
N{i + a^~^ + a!^^^) == N{i + a + a'^"*"')» ^^ erhält man einen vollständigen 
Kubus. So ist fQr a'' = i, N{i + a + a') -= 5'. Ist fx = (?, so ist 
auch X — j; = ^+ i, A — f+ i =<?+ i> wie wir § 5 gefunden haben. 
Daher erhalten Avir aus (25) drei Identitäten, welche uns zeigen: 

falls Ä + dk = o (mod X), å^ + d + i = o (mod Å). 
So wird ftlr A = 3 1 , <? = 5-. 



!/« - 


9,0 


?»e = 


3I-I 


J 


?u = 


%A -- 


?,7 


31-30 


J 


</i, - 


y»9 


?.i - 


31.10 


> 


tfi« - 


?lg == 


?»8 = 


31-35 


> 



S^n = — (7»8 = — ?» = — 31 - 500. 

Die dreimalige Wiederkehr, welche allgemein nur fur X stattfindet, tritt 
hier bei Jedem Koefficienten ein. 



§ 9. 

Es sollen jetzt die Beziehungen der vorliegenden Untersuchungen zu 
den oben erwähnten Forschungen L. Kkonecker^s dargelegt werden. 
Sei j' eine primitive Wurzel (mod A), so känn man setzen: 

/£ = ;-'», fi+ i=ij^ (mod A), 
öder 

m = ind/i, / = ind (/i + i). 

Daraus folgt leicht: 
— /i = ind v, / — r- w = ind(y + i); h ^ = ind (A — ;å — i), 

-II — |- m = ind (A — /x), \- I — m = ind (A — v — i), 

m = ind(A — v); h ni — / = ind(f — i), — I = indf; 

^^:^ — 7 = ind (; — f), w — / = ind(;> — f + i). 
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Hiernach haben wir 6 Exponentenpaare von y; und diese 6 Paare sind 
eSy tvelche dnrch die komplexe Znhl 



H I ^/» 



I — r + '. 



(öder die andern 5 entsprechenden) d\e (p-Funktion 



é = é 
r r r /» 

charaktemiren, Genau diese 6 Paare zahlt Kronecker auf. (Journal 
för die reine und angewandte Mathematik, Bd. 93, S. 357.) 
Während also Kronecker zeigt, dass die Zahl 1 — T' + C*"; C^"^ = i 
die ^-Funktion charakterisirt; haben wir die Norm der Zahl ^ + a — a'" ; 
a^ = I ins Auge gefasst. (M^an beachte den Exponenten m, welcher in 
. f und Å — I, welches in Å tibergeht.) 

Die einfachste Beziehung nun, welche zwischen unserer Zahl / und 
der von Kronecker betrachteten Primzahl w, die wir p nennen wollen, 
bestehen känn, ist die, dass 

p = 2/ + I 

genommen wird. Dann mössen beide Zahlen j> und / von der Form 
6n + 5 sein. Demnach erhalten wir, wenn wir alle Paare m, I bilden, 

^—2 — nicht auf einander zuröckffthrbare. Formen wir nun i 4-^'" — C in 
o 

I -f- ( — i)*"»*" — ( — i/a', wo a^ = I ist, um, so erhalten wir eine der 

Zahlen i + a — a*"*^^ öder i + a + a'^\ Da nun i + f — ;-' = o (mod^), 

{j- ist hier eine primitive Wurzel der Primzahl j) und m und I bestimmen 

sich durch die Kongruenz f = 1 + ;''" (mod j))) so enthalten die obigen 

komplexen Zahlen einen öder mehrere Primteiler von p; ihre Norm ist 

1? 4- I 

durch 2^ ^^^^ ^ine Potenz von p teilbar. Es gibt also ^—2 — solcher 

Formen trinomischer komplexer Zahlen, welche einen (öder mehrere) 
Primteiler von p enthalten. Nun ftihrt jede Zahl i + a — a'*'''* zu drei 
im allgemeinen verschiedenen Normen, wie (25) zeigt, namlich: 
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ferner ftthrt die Zahl i + a -f- a*^* nur zu einer Norm 

Also ftthren die fftr X vorhandenen — ~ sechsgliedrigen Gruppen is^+a+a''^^ 

zu 4.--^ im allgemeinen verschiedenen Normen. Die Form ^ -f- a + a' 
ist auszuschliessen. Ebenso sehen wir von m=o, Z= i, welches zur Form 
2 — C ftlhrt, ab und erhalten also nur ^- Zahlen, deren Normen durch 
p teilbar sind. Mithin sind unter den ttberhaupt fOr unsere Frage vor- 

A.Å — 20 2^ ■ A 

handenen - — ^ — Normen ' ^ öder in runder Zahl die Hälfte durch 

6 6 

p teilbar. 

ist p = 2?. + I und p und A jedes Primzahl, $0 ist die Hälfte aller 
nicld auf einander zuruckfuhrharen Normen N{i + a + a'***^); a^ = i durch 
p teilbar. 

Merkwtlrdiger Weise haben die Zahlen jp= 2/+ i des ersten Hundert 
alle die Eigenschaft, dass sich Normen angeben lassen, welche Potenzen 

von p sind, also ;/ = iSr(i + a + a*"''^); a *^ =^ i. 

Als Beispiel wählen wir p = 83, also A = 41. Nehmen wir j' = 2 
als primitive Wurzel (mod 83), so erhalten wir folgende 1 4 Zahlenpaare m, / 

m=^o, I, 72, 2, 27, 73, 8, 3, 62, 28, 4, 56, 63, 47 
/ == I, 72, 2, 27, 73, 8, 3, 62, 28, 24, 56, 63, 47, 29. 

Die unter einander stehenden Paare gehören zusammen. Beispielsweise 
liefert m = 73, / = 8 die Zahl i + C'' ~ C\ öder da C= — a, a'' = i 
ist, die Zahl 1 — a^^ — a^ welche gleichwertig mit i + a^* — a^^ öder 
mit I + a — OL^' ist, wenn wir nur die Berechnung der Norm ins Auge 
fassen. So erhalten wir folgende 13 Zahlen, deren Normen die Prim- 
zahl 83 als Faktor enthalten mttssen: 

I -f- ot + a'', Avo r = 34, 26," 37; • 

I -f-ot — a% wo r= 15, 8, 38, 27, 15, 34, 36, 14, 31, 20. 

2 — C haben wir ausgeschlossen ; r= 15 tritt zufäUig zweimal auf. 
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F(\r X = 41 erhalten wir folgende Zusammenstcllung: 

/A= I, 2, 3, 4, 5, II, 12 

v = I, 21, 14, 31, 33, 15, 24 

/i + I = 2, 3, 4, .5, 6, 12, 13 

v + I = 2, 22, 15, 32, 34, 16, 25 

f = 21, 14, 31, 33, 7, 24, 19 

/ — /i== 40, 39, 38, 37, 36, 30, 29 

X — y = 40, 20, 27, 10, 8, 26, 17 

/ — f + I = 21, 28, II, 9, 35, 18, 23. 

Die in vertikaler Reihe stehenden Zahlen bilden eine Gruppe; jede Gruppe 
ftthrt zu 4 Normen N{i + a + od^'^^). Schliessen wir die erdte Gruppe 
aus, so bleiben 24 Normen, deren Hftlfte (12) durch 83 teilbar ist. Die 
genauere Ausrechnung ergibt, dass die Zahlen i +a — a^^ i +a — ol^\ 
i + OL — ol\ i + a — a'\ i + a — ol^^ die Norm 571 787 = 83.83.83 
liefern. Die Zahlen gehören der dritten und fönften Gruppe an. 

An dieser Stelle erlaube ich mir, die folgenden Worte des Herrn 
L. Kkonecker aus seinem Aufsatze Zur Theorie der AbeVschen Gleichungen, 
Journal fQr Matheraatik, Bd. 93, S. 359 anzuftthren: 

DDass, wie Jacobi vermutet zu haben scheint, die von ihm mit 
(ot, xf bezeichneten Kreisteilungsausdrtlcke stets als Produkte koiiju- 
girter ^-Funktionen darstellbar sein sollten, ist nach den oben daffir 
gefundenen Bedingungen kaum anzunehmen; denn darnach raOsste 
stets eine Zahl m existiren^ fttr welche jede der komplexen Zahlen 

wo ^ eine Wurzel der Gleichung ^i^^^^^ -j- i = o bedeutet, entweder 
eine komplexe Einheit öder aber ein Produkt konjugirter alge- 
braischer Primteiler von X ist. Ich habe jedoch noch fOr keinen 
Wert von X feststellen können, dass diese Bedingungen nicht er- 
foUbar sind. Die erste Primzahl, welche in dieser Beziehung zur 
Untersuchung geeignet erscheint, ist A = 83.)) 
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Ersetzeii wir / iii dieser Darlegung Kroxeckeu8 durch p, so habeii 
wir gesehen, dass sogar 5 verschiederie Werte fttr m angegeben werden 
können, welche fttr 83 jene Bedingungen erfftllen. Dagegen sind sie 
schon fQr die nächste Primzahl 89 nlcht erfttUbar, jedoch för 97 wieder 
erfttUbar. Die erste Primzahl, welche ziir weitercn Untersuchung ein- 
ladet, dttrfte p = loy sein. ^ 



§ 10. 

Wenden wir uns schliesslich der Frage zu, welche Teiler die Normen 
zulassen, so werden wir finden, dass nur die Primzahlen von der Form 

p = 2mX + I 

in unzahliger Menge als Teiler von N{z + a — a*^^) vorkommen. Zu 
diesem Resultate gelangen wir leicht auf dem von E. Kummek bei ahn- 
lichen Untersuch ungen betretenen Wege. Es besteht fOr jede Grösse x 
die Kongruenz: 

(43) ^'' — ^ = ^^(-^ — 00^ — 2) , . . {x — p + i) (mod jj). 

Diese sehr bekannte Beziehung känn man Avohl am einfachsten durch 
Einftthrung der primitiven Wurzel g und Darstellung der Zahlen i,. 2, 
. . . , p — I durch die ihnen kongruenten Potenzen von g bestfttigen. 
Nehmen wir nun p = 2mÅ + w, x = z -\- a — a'*^\ setzen kurz 

N{z+ a — or'*+0 = ^{^)^ 
60 wird 

(^ + a — a^+y — (^ + a — a*+^) = a" — a*'['"^'^ — ol + oT^' (mod p), 



* Bisher faod ich: 

N{i + a — a*^) ^ 107.243589, 
.V(i +«—-«*)= 107. 181579, 
-uV(i + a - a^'') ^ 107.246769, 
jV(i -ha — «**.) = 107.27773 , 
^(i + a — a^^) = 107. 107.7103. a" = i. 

Aber kcine triDomischc Zahlform i + a — a'*"^^ hat niehr als zicei verschiedcne Prim- 
teiler von 107 im Berciclie der 53****" Einheitswurzelo. Daher ist die Darstellung von 
107^ als Norm einer solchen Zahlform nicht sehr wahrscheinlich. 
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ulso 

= {z + a — a^+*)(^— I + oi — oc"^')...{z—p+ 1 + a — a"^') {modp), 
iiiithin: 

(44) xV(a" — a"^'*+'> — a + rx"^') 

= N{z) . N{z ~ i) . . . N{z — p + i) (mod j)). 

Diese Kongruenz gilt allgemein, fttr jeden Wert von z. Nehinen wir an, 
N[z) enthalte den Teiler p, so muss sein- 

(45) N{or — ft^''^'^ — a + d'^') = o (mod p). 

Will mai) also alle Primzahlen p = 2mA + n erhalten, welche als Teiler 
der unendlich vielen Normen N{z + a — a*^0 auftreten können, so 
braucht man nur die linke Seite der Kongruenz (45) zu bilden. För 
n= I gelten diese SchlOsse nicht. Primzahlen von der Form ^= 2m/ + i 
können daher in unbegrenzter Menge auftreten. Die Induktion bestätigt 
diese Schltisse. Fast alle Normen, welche ich berechnet habe, lieferten 
Teiler von der Form 2/w^ + i. Nur för A = 31 traten wiederholt die 
Divisoren 2* und 5' auf. Um auch ein Beispiel för / = 6w -f- i neben 
dem obigen zu geben, teile ich die folgende Zusammenstellung mit. 

/i = I, 2, 3, 4, 5, II 

y = I, 16, 21, 8, 25, 17 

^ = 16, 21, 8, 25, 26, 13 

X — fl = 30, 29, 28, 27, 26, 20 

/— y = 30, 15, 10, 23, 6, 14 

A — ^+ i = 16, II, 24, 7, 6, 19. 

Die erste Gruppe liefert 3 Zahlen, nämlich 

z + oi—a\ z + OL — a^% z + a — a'^ 
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Die fOwfte liefcrt iiur 2 Zahlcu: 

z + OL — a\ z + a — a''. 
Endlich geben wir eine Norm: 

N{z + a — a^ = z'' + 3i(^^'^ — 42.^^' + gz'' + 91^'' + 466^'' 

$13^^ + 22^* -f- 770^?** + IIZ^ 173^^ + 112Z\ ^'+ 5-8?'+ 7Z + l). 

Die vier Normen för z = i sind (vergl. § 9) 

38069, 46439, 6263, 5953. 
Im Januar 1887. 
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UN THÉORÉME DE LA THÉORIE DES SERIES. 

Extrait d'une lettre adressée å M. Mittag-Leffler 

PAR 

M. LERCH 

/i VTNOHRADY. 



Soit donnée une serie de nombres entiers positifs 

w^, w?p m^, . . . 
dont chaque terme est un diviseur de tous les suivants, et soient 

des quantités complexes dont les parties reelles sont respectivement 

To' Ti' Ta» • • • 

et qui sont supposées positives et telles que la serie ^j'^ soit divergente. 
Alors, dans tous les oas oii la serie 



»I. 



^{x) ^ Tc,x 



v = 



sera convergente pour chaque valeur de x moindre en valeur absolue 
que Tunité, elle définira une fonction de la variable x n'existant qu'ä 
Tintérieur du cercle fondamental |^| <^ i. 
Car en posant 

X = e ^"^^ / 

Arta mttthfmatifa, 10. Imprimé le 10 Mal 1887. 
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ou a est un nombre entier et a une quantité reelle et positive on aura 

5P(.t) = Zc,e '"' -I- Zc.e-"'™''. 

Or la serie IL;'^ étant divergente et se composant de terines positifs il 
est aisé de voir que 

lim S/^c""''''™''' = -f- CO 



a^o v«« 



d'oii lon a aussi 



00 



lim Yc^e-"''""'' = CO 



a = j/ = # 



et par conséquent 






Donc la fonction ^(rr) croit indéfiniment quand rr 8'approche d'une cer- 



— ri 



taine maniére des quantités de la forme e"** qui se présentent dans 
chaque partie de la circonférence [icj = i. Par conséquent, cette ligne- 
ci est une ligne singuliére de la fonction ^{x). 



dd 



SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT 

MATERIEL 

SUR UNE SURFACE DE REVOLUTION 

PAB 

GUSTAF KOBB 

å STOCKHOLM. 

Dans son mérhoire De motu puncti singularis, ^ Jacobi a étudié le 
mouvétoent d'un point materiel sur une surface de revolution et il a 
démontré le théoréme suivant: 

DS'il existe une fonction de force et si le mouvement ne dépend 
que de la position du point materiel dans une section méridionale de la 
surface, on peut tx)ujours ramener Tintégration des équations du mouve- 
ment ä des . quadratures.D 

Dans les cas oii Téquation de la surface est algébrique et la fonc- 
tion de force une fonction rationnelle, ces quadratures sont des intégralcs 
Abéliennes. Je me propose donc de trouver les conditions nécessaires, 
que doit remplir Téquation de la surface pour que ces intégrales Abéli- 
ennes se réduisent ä des intégrales elliptiques. 

Traitons la question a Taide des coordonnées rectilignes et suppo- 
sons la masse du mobile égale ä Tunité. 

Si Taxe des x colncide avec Taxe de revolution, Téquation de la 
surface prend la forme 

et la fonction de force la forme 

U = R(tf' + z', X). 

^ Jouroal fttr Mathematik, T. 24, 1842, p. 5—27. 

Aeta nuith§mmtica. 10. Imprimé la 16 Mai 1887. X2 
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Soient X, y, z \es coordonnées du point a Tépoque t^ nous aurons pour 
équations de mouvement 

d^x _ df dU 
dt* ~"'^'a« "*" dx 

^ ^ dt* ^ dy~ dy 

d*z _ If i^ 
dt* ^^'dz "^ a« ' 

Le principe des forces vives et le principe des aires nous fournissent 
deux intégrales du systéme (i), savoir 

(2) 

dy dz 

dt ^ dt ^ 

o\x H et C sont des constantes d'intégration. Nous poserons ensuite 

z = r.cos ^F 
y t= r.siuV. 

Les équations (2) deviennent alors 



(3) r' ^= c 

^ ' dt ^ 



f{r\ x)^o 



ou 



4"-+(S)']-(l)=^'('^+^^)-^* 



'■-11 = ' 
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et par conséquent 



V^ 



^_ . ^v^ + iS)'-'^' 



v/r'(2H + 2t7) — c' 
(4) ^ 




^ ('dt I V ' ■•" (di) ■ 



1 . , .d» 



ryJr\2H + 2U) — c^ 



Ainsi, si lequation de la surface est une équation algébrique et V une 
fonction rationnelle, t et ¥ sont exprimés par des intégrales Abéliennes 
de la' variable x. Po ur les ramener ä la forme normale nous poserons 



f'=IT 



"[-(sn 



r'(2fl + 2 17) — c* 

En éliminant r* entré cette expression et Téquation 

fiA x) = o 
nous aurons une nouvelle équation 

f^(f'> x) = o. 

Nous allons démontrer, que si la premiére équation est irréductible, la 

derniére Test aussi. Dans ce but nous eraployons le théoréme suivant 

donné par M. Weierstrass dans ses le9ons sur la théorie des fonctions 

Abéliennes: 

DSoit 

f{x, y) = o 

une équation algébrique irréductible de degré n en t/ et 

z = R{x, y) 

oii B désigne une fonction rationnelle. Formons la résolvante de Galois 



,?.['-«(-. ä")l = W- 
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Ici il peut se presenter deux cas, Téquation 

G{xj z) = o 
est ou bien irréductible, ou, si elle est réductible, on doit avoir 

G{x, z) = [G,{x, z)y 
OU p est un diviseur de n et Téquation 

G,{x, z) = o • ' 

est une équation irréductible. Dans*le premier cas, on a aussi 

y = Ä,(rr, z) 
ou JSj désigne une fonction rationnelle et leg deux courbes 

G{x, z) = o; F{x, y) = o 

sont de inéme genre. 

Pour que le second cas puisse avoir lieu, il faut que lés (n) valeurs 
de Zj qui correspondent a chaque valeur de x et aux (n) valeurs diflfé- 
rentes de y, se partagent en un certain nombre de groupes égaux entré 
eux. Si donc on peut montrer, que pour une certaine valeur de x et 
pour les n valeurs diflférentes correspondantes de y, y^, y,, ..., y„, les 
n valeurs de z 

z^ = R{x, t/j), z^ = R{xj y,), . . . , z^ = R{x, t/,) 

sont loutes diflférentes entré elles, il en résulte que Téquation 

G{Xy z) = O 

est irréductible.!) 

Supposons maintenant 

9{^\ x) = o 
une équation réductible, tandis que 

f{r\ x) = o 
est irréductible? 
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Il faut donc, ^ qu'au moins deux valeurs de ^' colncident pour des 
valeurs ordinaires de x: 



■'[' - mi -'b + (£■)'] 



r^(2tf + 2f7,,) — c« rl{2H + 2U,) — c\ 

d'ou résulte apres quelques réductions la relation sui vante 

mais puisque H et c' sont des constantes arbitraires, il faut que leurs 
coefficients s^annuUent, ainsi 

>;■<(&)■- (S)']=° 

•^.•(^')'-':-(é)'+<-':=-'^- 

On en tire 

« -4' +"(£)'] -° 



ou 



' fl 'v ^^ 



mais cela est impossible, car Téquation 

est irréductible. 

Ainsi la nouvelle équation 

ne peut étre réductible, elle est donc irréductible. Il résulte de lå, 
qu'on peut exprimer r' comme fonction rationnelle de f et xi 



04 GusUf Kobb. 

et par conséquent, si nous considérons 

f{r\ x)=o 
comme équation entré r' et rr et 

comme équation entré ^* et rr, les deux courbes algébriques définies par 
ces équations sont de méme genre. 
Le systeme (4) prend la forme 

X 

t =f^dx 

(5) • ,« ,., / Edx 



W—W =c T-^ 

^ (f ^ x) = o. 

Pour trouver le genre de f 

ip{^\ x) = o 

considérée comme équation éntre f et x nous employons cc théoréme 
general : 

x>Soit f{Xy y) = o une courbe algébrique de genre p et A le nombre 
total des systemes circulaires de la forme 

fl? = a + 7'" 

y = ar^[i + p(r)] («^o) 

ou fi est un nombre impair.^ En désignant par p' le genre de la courbe 
f{Xy jgf^) = O oii z^ = y, nous aurons la relation suivante 

2/?' = 4yO -f- A 2.D 

Pour démontrer cette relation nous employons une formule donnée par 
M. Weierstrass. 



^ Je désigne par p(r) une s^rie poDtenaQt s^ulemeDt des pulBsances positiyes de 1^ 
yariable r. 
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DSoit F{Xj y) = O une courbe algébrique, ou le domaine du point 
o; = CX5, y z= oo est représenté par les n systémes distincts 



X=T-' 



y = b,T ^ + p(r). 

En désignant par p le genre de la courbe et par 

la sommation étendue ä tous les systémes circulaires <éou le nombre s^ a 
des valeurs positives, on a la formule 

2/> = 5 — 2n + 2.D 

Nous considérons d'åbdrd les systémes circulaires de la Courbe 

f{x , y) = o. 

Soit 

x = a», + r'" 

y = K + ?(0 <*v^«> 

un des systémes, qui représentent le domaine du point analytique (a^, b^) 

de la courbe 

f{xy y) = o. 

En substituant 

^^ = y 

a: = a^ + r*" 

^' = 6. + r(r) 

nous aurons dans le domaine du point (a^ + yjh^ de la courbe 

x = a,+ z" 

P^ + \fK + ?,(r) 
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et dans le domaine du point (a^ — yjb^ 

X = a^ + t'" 

z = —yjb, + f j(r). 

Comme nous pouvons employer le méme raisonnement pour autres sy- 
stemes circulaires^ nous en tirons: 

au point (a^, b^) (ou b^^o) de la courbe 

f{x, y) = o 
coirespondent deux points (o^ + v^^i^) et {a, — yjb^ de la courbe 

f{x, z^=o 

• 

dont les domaines Ront représentés par des systemes circulaires du méme 
nombre et de la méme nature. Ainsi, soit (a^, b^) un point non critique, 
les deux points (a^ + yjb^) et (a^ — ^bl) sont aussi des points non critiques. 
Nous supposons ensuite 



J„ = o. 



Ainsi nous aurons 



Soit 



On en tire 



a? = a, + r'" 

y = ar'*[i + p(r)], 



/i = 2/x\ 



X = a^ + r*" 



(At^O) 



rr = ö^ + r'" 

z = —yJä.T^'[i +>,(r)]. 

Par conséquent le nombre des systemes est doublé, mai8'leur nature 
n'est pas changée. 
Soit ä present 

/JL= 2/i' + 1 
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nous ne pouvons pas représenter le doraaine du point correspondant de 

la courbe 

f{x, z') = o 

par des systémes circnlaires de la méme nature. Il fa ut douc poser 

^ = «y + 7*'"'' 

^ = ar'^[i + p(r)]. 

Le nombre des systémes u^est pas changé. Ainsi, soit [a^^ o) ou (ö^, co) 
des points non critiques de la courbe 

f{Xj y) = o 

ils sont des points critiques de la courbe 

f{x, z^) = o. 

Si la séric //. cominence par une puissancc paire, le domaine est repré- 
sentc par les deux systémes 

X = a, -\- T X = a^ -{• z 

z = + ^«.r''[i + p,(t)] .- = _;«.r"[i + p,(r)] ^ 

et si y. cornmence par une puissance impaire, le domaine est représenté 

par le systéme 

X = a^ + r^ 

z = ar'^[i + p(r)]. 
Maintenant nous allons transformer les deux courbes 

f{x, y) = o; f{x, z') = o 

de maniére que le point ic = oo ne soit pas un point critique. 

Soit X ^ a une valeur, a laquelle correspondent w valeurs distinctes 
de la variablc y 

Posons 

I 



c = 



X — (t 



' X — a 

Äcta mathfmatica, 10. Imprimé le 17 Mai 1887. 13 
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Comme {a, h) est un point non critique, nous avons 

et par conséquent 

Ainsi par cette substitution liiiéaire, nous pouvons former une nouvelle 

courbe algébrique 

f^ (c, 7) = o 

f 
de méme genre, oii, quand $ croit indéfiniinent, le rapport - tend vers 

n valeurs finies distinctes 

«>l j o^j • • • j o„ . 

Il faut donc remarquer, que si {x = co, y = 00) est un point critique, 
le pojnt (f — o, 7] = co) est aussi un point critique de la méme nature. 
De la méme maniére nous formons par la substitution 



f, 






I 




X 




«l 


V) 


— 




z 




Vi 


X 


— 


«. 



ou X = a^ est une valeur non critique de la courbe 

f{x., e*) = o 
une nouvelle courbe algébrique 

de méme genre, que f{Xy z^) = o, et ou le rapport -^ t^ind vét^s 2n 

Vt 
valeurs distinctes 

Soit 

X = a, •\- t'' 

ij = b, + p(r) 
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un des systemes, qui représentent le doinainc du point {a„ b,) de la 

courbe 

f{x, y) = o 



nous aurons si 



\x — a,\<\a — a,\, 



f = — 



a — a^ — {x — Qv) 



a — tty a — Uy \a — aj \a — a^ 



+ ••• 



e = 






2«. 



a — a^ a — a^ (a — a^y 



Supposons 



'? = ^-^ = -irf^ + i'»(^)- 



$ = 



a — a, 



+ rt 



Dans la théorle des fonctions algébriques on démontre le théoréine suivant: 
3)Si Ton peut représenter un certain domaine du point analytique 

(a, b) de la courbe 

F{x, I/) = o 

par les deux systemes 

il existe entré les deux variables auxiliaires la relation 
En etnployant ce théoreme nous aurons 



S^, Su • 



(0^0) 



AiDsi le domaine du point 



^ = 



a — rtt 



'y^— ;r:= 



a — a. 
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qui correspond au point (a^, b^ de la courbe 

f{x, y)=o 

est reprcsent^ a la méme maniére, que le doinainc du point («^, äJ. Lc 
noinbre des systemes est le méme et leur nature n'est pas changée. 
Le méme raisonneraent s'applique a la courbe 

Maintenant nous sommes en état de déterminer le genre des nouvelles 

courbes 

F(c, rj) - o; jrj(fj, lyj = o. 

Dans la courbe {^(f , rj) = o, le domaine du point (f = oo, tj = co) est 
représenté par les n systemes distinctes 



r^ = U^^t~^ + p(^)« (v-i,2,...,N) 

En employant la formule de M. Weieksthass nous aurons lc genre p de 

la courbe 

2p = s — 2W + 2 

ou 

5 = L(5, l) 

la sommation étendue a tous les systemes circulaires de la courbe ' 

F(f> ^) = ^ ^^^ ^v ^ ^^^ valeurs positives. 

Dans la courbe j^i(fi, ^J = o le domaine du point (fj = co, gyj = co) 
est représenté par 2n systemes distincts 

7j^ = C^T~^ + ^(r). (y-l,a, ...,2n) 

En désignant par 

. 5, = r(5:— i) 
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la soinme correspondante pour la courbe f?i(fi, ^J = o et par p* son 



genre, nous aurons 



2p* = 5j — 4W + 2. 

Pour exprimcr s^ par s nous décomposons s^ en quatre sommes 

.,= r«-i) + Z(.:-.i) + Z(5:-i) + r(.:-i). < 

Dans la premiére sonime, la soramation est étendue aux points de la 
courbe (p^{^^^ ^J = o, qui correspondent aux points critiques (a^, ft^), ou 
b^^Oy de la courbe f(Xy y) = o; dans la deuxiéme aux points, qui cor- 
respondent aux points critiques (a,, o) et (a^, co) de la courbe /*(a;, y) = o 
ou 1/^ comraence par une puissance paire; dans la troisiéme aux points, 
qui correspondent aux points critiques (a^, o) et (a^, co) de la courbe 
f(x, y) = o, mais ou y. commence par une puissance impaire et enfin 
dans la quatriéme aux points, qui correspondent aux zéros et p61es non 
critiques de la courbe f{Xj y) = o. 

Nous avons trouvé qu'ä chaque point (a^,, ft^), b^^o de la courbe 
f{^y y) = o correspondent deux points de la courbe 5^i(ci, 7i) = o, dont / 

les domaines sont représentés par des systémes circulaires du méme nombre 
et de la ménie nature que le domaine du point (a^, by). On en tire 



Sy Sy 



^(Sl l) = 2Z(5, l). 

Dans la deuxiéme sorame le nonfibre de points et la nature des systéines 
ne sont pas changés, mais le nombre des systémes est doublé; ainsi 

Sy = Sy 

Yi(sl i) = 2^(5, l).. 

Dans la troisiéme le nombre de points et de systémes ne sont pas changés, 
mais 

Sy 2 Sy 

Tisl — l) = 2T{S, - 1) + X, 
si nous désignons par }s^ le nombre total de systémes pour ces points. 
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Dans la quatriéme soiume on a 



si = I 



si la serie correspondante y^ cominence par une puissance paire et 



si = 2 



si la serie y^ coinmence par une puissance impaire. Par conséquent^ en 
désignant par Å^ le nombre de ces demiéres, on a 

zc«:-i) = v 

Ainsi 

Si = 2T{S, — l) + 2T{S, — I) + 2T{S, — l) + Ål + Å, 

(1) (2)^ (8)^ 



mais 



s = r(s,- 1) + T{s,- i) + Tis,- 1) 



done 

8^ = 28 + Å, + ;, 

ou, en- désignant par X le nombre total de systétnes de la courbe f{Xj y)=o 

y = otr'*[i + p(r)] («=so) 

oii fx est un nomtJre impair^ 

5j = 25 + A, 

par conséquent 

2/>' =z 2S + Å — 4w + 2 

et en combinant cctte équation avec Téquation 

. 2p = s — 2n + 2 
on aura 



2/>' = 4/? + i^ — 2. 



C. Q. F. D. 



De la inéme maniére on peut démontrer ce théoréme plns general: 
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i>Soit f{Xj y) = o une courbe algébrique de genre p et A« le nombre 
total des systémes circulaires de la forme 

y = ar'*[i + |)(r)] («^o) 

ou, si m est un nombre premier, /i est un nombre premier avec m. En 
désignant par p^ le genre de la courbe f{Xy z^) ou z^=y^ nous aurons 
la relation suivante 

2/>; = 2mp + (A, — 2)(m — i).» 

Maintenant nous allons démontrer, que le nombre X ne peut étre nul, si 

/> > I- 
Soit 

f[x^ y) = o 

une courbe algébrique de genre p. Formons par la transformation bi- 

rationnelle 

re = Ä (f , yj), f = R^{x, y) 

y = i2,(f , rj\ rj = R^{x, y) 
une nouvelle courbe algébrique de méme genre 

ou nous supposons que le nombre A soit nul. 

Ainsi en substituant les series rr., y^, qui représQutent le domaine 
d'un point arbitraire de la courbe ^ 

f[x, y) = o 
dans Texpression 

7 = ^zi^y y) 

la serie y^ ne commence jamais par une puissance impaire. Alors nous 
pouvons extraire la racine carrée 

OU P(r) est une serie, qui ne contient quun nombre fini de puissances 
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negatives dans le domaine d^un point quelconque. Ainsi ly^'^ est unc 
fonction rationnelle de rr et y. 
Donc 

et la courbe algébrique 

est aussi de genre p, Les deux courbes 

sont donc de méme genre ,• 

mais suivant la formule 

2/)' = 4/) + / — 2 

il résulte, puisque nous supposons A = o, 

2/> = 4/> — 2 ; 
ce qui est impossible, si 

/> > I. 

Ainsi le nombre Å ne peut étre nul, si 

/> > I. 
Soit 

/> = I. 

Supposons que le nombre A soit nul pour la courbe 

f (f, V") = o. 
En posant 

nous obtenons par le méme procédé, que les deux courbes 
sont de genre i. 
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Cela exige que le nombre A pour la courbe 

soit nul. Si tel est le cas nous répétons le méine procédé et enfin 51 
faut que nous trouvions une courbe 

f(c, ^^'•-'0 = 

Oll J 

A > o. 
Car 



Il est evident, qu'en donnant a n une valeur assez grande, ly^"^ doit né- 
cessairement cesser d'étre une fonction rationnelle et par-conséquent iyj"~^^ 
commence par une puissance impairc au moins dans le domaine d'un 
point. Mais alors les deux courbes 

ne sont pas de mérae geöre, selon la formule 

2/>' = 4/> + A — 2. 

On en tire que la supposition A = o pour la courbe 

n'est pas juste, et par conséquent les deux courbes 

ne sont pas de mérae genre. En répétant le méme raisonnement, nous 
aurons enfin que le nombre X ne peut étre nul pour la courbe 

9iSy v) = o. 
Ainsi nous avons trouvé 

A > o 

Aeta mathemåtiea, 10. Imprimé It 18 Mal 1887. 14 
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si 

Reprenons notre systéme (Véquations (5) 






. J^(f^ x) = o. 

Maintenant nous pouvons résoudre la question: quelles sont les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que les intégrales du systéme (5) soient 
des intégrales elliptiques? 

En désignant par // le genre de la courbe 

considérée coinme équation entré c et o: et par p le genre de la méme 
courbe considérée conime équation entré c' et x nous aurons la formule 



2// = 4^> + A — 2. 



En posant 



/,'=! 



on a 



/> = o, A == 4. 



Mais la courbe 



f^(e^ x) = o 



considérée comme équation entré c' et x et la courbe 

f{x, = 
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considérée comme équalion entré r^ et x sont de méme genre. 
Par conséquent 

ou iJj et 2?2 sont des fonctions rationnelles du paramétre C. 
Ayant donc 



e' = -i 



•[■ - mi 



r\2H+ 2[7)-c* 

et par conséquent ^^ une fonction rationnelle de C? H faut déterminer 
iJj et Ä.^ de maniére que Texpression de f ne contienne qu'une racine 
carrée 



v^fi,(C) 

ou B.^{C) est un polynöme du troisiéme ou du quatricme degré. 
Supposons 

U=k 

ou k désigne une constante, on sait que le point materiel décrit une 
ligne gcodésique de la surface. Par conséquent on peut énoncer ce 
théoréme : 

DToutes les surfaces de revolution, qui ont la propriété, que les co- 
ordonnées d'une ligne géodésique peuvent étre exprimées par des fonc- 
tions elliptiques d'un paramétre, sont nécessairement de la forme 

Supposons ensuite que la seule force agissante soit la pésanteur, c^est a 
dire 

U=gx, 
nons trouvons, que Tintégration du systéme (5) peut étre effectuée par 
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des fonctions clliptiques, si la surface de revolution est déterminée par 
une de ces cinq équations 

(i) r — mx 

(2) r' + x' = a' 

(3) >•' ^ 4«a; 

(4) gar"^ = x{x — iay 

(5) 2r* + 3rtV^ — 2ÄJa'' =- o. 

Ce sont les seuls oas possiblcs. Les trois premiers cas étaient déja 
connus, les deux autres me scmblent nouveaux. 



/^ 
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Ober die bedeutung 

DES PRINCIPS DER LEBENDIGEN KRAFT 

FOR DIE FRAGE VON DER 

STABILITÄT DYNAMISCHER SYSTEM^; 

VON 

KARL BOHLIN 

in STOCKHOLM. 



Sehr viele mechanische Probleme, und zwar alle solche, wo die wir- 
kenden Krftfte als partielie Ableitungen eines von der expliciten Zeit iin- 
abhängigen Potentials betrachtet werden können, föhren auf DiflFerential- 
gleichungen, zu welchen ein erstes Integral — die Gleichung der leben- 
digen Kraft — sich unmittelbar ergiebt Nicht selten erhält man aiich 
aus den DiflFerentialgleichungen einer Aufgabe, es sei einer mechani- 
schen öder irgend welcher anderen, ein erstes Integral, welches, wenn es 
auch mit dem Namen der lebendigen Kraft nicht zu bezeichnen ist, doch 
den Charakter des so benahnten Integrales besitzt, hauptsächlich insofern 
die linke Seite der Gleichung unter quadratischer Form auftritt. In 
solchen Fftllen, wo die Verftnderlichen, wie bei mechanischen Aufgaben, 
nur reelle Werthe annehmen können, erlaubt die besagte Form der 
Gleichung eine Betrachtungsweise, wodurch man oft tiber die Grenzen 
der Veränderlichen eine Entscheidung treflFen känn. Handelt es sich um 
die Bev^regungen eines Systems materieller Punkte, so ist die Zeit als un- 
abhängige Veränderliche ganz unbeschränkt, die Koordinaten der beweg- 
lichen Punkte können aber durch die Natur des Integrals der lebendigen 
Kraft öder einer entsprechenden Gleichung zwischen endlichen Grenzen 
eingcschlossen sein. In den Fallen, wo es gelingt solche Grenzen an- 

Acta mathematiea. 10. Imprimé It 18 Mal 1887. 
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zugebcii, hat man auf die Frage von der Stabilität der Bewegung, un- 
abhängig von der vollständigen Lösung der DiflFerentialglejchungen, einc 
Antwort gefunden. Eine solche Antwort wird nun im allgeineinen möglicli 
sein, 80 oft das anzuwendende Integral, kurzweg die Gleichung der 
lebendigen Kraft, nur die Koordinaten eines einzigen Punktes als Ver- 
anderliche enthält. Ausser den Fftllen, wo nur ein beweglicher Punkt in 
Frage kommt, gehört hierher ein komplicirterer Fall, welcher. einigen 
Kombinationen von drei Körpern in unserem Sonnensysteme sehr nahe 
entspricht. Aber auch wenn das Princip der lebendigen Kraft zur voll- 
ständigen Entscheidung tkber die Stabilitätsfrage nicht ausreicht, lassen 
sich doch im allgemeinen aus demselben gewisse Betrachtungen tlber die 
Grenzen der Bewegung ziehen. 

Indem wir uns erlauben die erwahnte Betrachtungsweise nebst einigen 
Beispielen in den folgenden Seiten mitzutheilen, werden wir voraussetzen, 
dass die Bewegungen in einer Ebene stattfinden. Man tlberzeugt sich 
leicht, dass diese Annahmc keine wesentliche Beschrftnkung enthält und 
dass man nachher ohne Schwierigkeit auf die dritte Dimension Rtlcksicht 
nchmen känn. 

Um die BegriflFe festzuhalten, betrachten wir den folgenden einfachen 
Fall. Wir nehmen nämlich an, dass die Bewegungsgleichungen eines in 
der Ebene freien materiellen Punktes P auf ein erstés Integral von der Form 



[^)'-/'(^,y) + Ä = o 



/ds. 



fohren. Hier bezeichnet cte das DifiFerential von dem Wege des Punktes, 
X und y seine rechtwinkligen Koordinaten und h die Integrationskonstante. 
In der Function f{Xf y) treten aber im allgemeinen die x und y nicht un- 
mittelbar als Koordinaten auf, sondern diese Function ergiebt sich zunächst 
unter der Form F{rf />), wo r und p die beiden Abstände des Punktes P 
von zwei anderen Punkten bedeuten. Da die letztere Form sich als ein- 
facher fQr die Diskussion erweist, werden wir dieselbe beibehalten, indem 
wir r und p als Koordinaten wählen und folgende Form des Integrals 
annehmen 



C) Ö' = «• 
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wo die Bezeichnung 

(2) R = F{r, p) - h 

angewandt ist. Wir stellcn jetzt die Gleichuiig 

(3) B = o 

auf. Dieselbe bezeichnet iin allgemeinen eine Kurve, welche nach (i) so 
bcschaffen ist, dass die Geschwindigkeit ides Punktes $n gleich Null ist, 
so oft der Punkt 'sich auf dieser Kurve befindet. Ebenso stellt die 
Gleichung 

B = c' 

eine Kurve dar, avo die Geschwindigkeit des Punktes m den Werth c 
hat. Es ist einleuchtend, dass diese Kurven in Bezug auf die Ver- 
bindungslinie der beiden Anfangspunkte des bipolaren Koordinatsystemes 
symmetrisch sind. Durch die Kurve (3) wird nun die Ebene in Theile 
zerlegt und im allgemeinen in solcher Weise, dass die Function B ihr 
Zeichen ände*h, wenn der Punkt (r, p) die Kurve tlberschreitet. Der 
Zeichenwechsel triflPt immer zu, sobald die Kurve (3) nicht eine s. g. 
Minimikurve ist, welche dadurch charakterisirt wird, dass die Gleichungen 

dit dR 

dr dp 

gleichzeitig mit (3) bestehen. Abgesehen von solchen Ausnahmefällen 
nimmt also die Function R in einigen von den Theilen, in welche die 
Ebene durch (3) zerfäUt, positive, in Anderen sicher negative Werthe an. 
Negative Werthe känn aber die Function R nach (i) niemals annehmen, 
insofern die r und p die Koordinaten des beweglichen Punktes P be- 
zeichnen. Der letztere muss sich also immer in einem positiven Gebiete 
der Ebene befinden und seine Bewegung wird in solcher Weise durch 
die Kurve (3) begrenzt. Ist diese Kurve eine geschlossene, so bleibt die 
Bewegung im gewöhnlichen Sinne stabil. Nun ist es ja mit dem Ange- 
fohrten keineswegs gesagt, dass der Punkt P diese Grenze je erreichen 
soll. Wenn er sie aber erreicht, so wird seine Bewegungskurve in dem 
bezaglichen Punkte im allgemeinen eine Spitze beschreiben, indem die Ge- 
schwindigkeit auf dieser Kurve (3) gleich Null ist. Die Existenz und die 
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Natur der Grenzkurve hängen von der Form der Function -F(r, />) und 
von dem Werthe der Integrationskonstante h ab. Die letztere ihrerseits 
wird durch die Anfangslage und den numerischen Werth (nicht die 
Richtung) der Anfangsgeschwindigkeit folgender mässen 

bestiramt. 

Als erstes Beispiel för diese Betrachtungen w^hlen wir das Zwei- 
körperprobleni. Die Gleichung der lebendigen Kraft hat hier die Form 



\dt) 



^ + '- = o, 

ra 



wo - statt A steht. Die Gleichung (3) wird in diesem Falle von der ein- 
fachsten Gestalt; man erhalt in der That 

r = 2a. 

Wenn a positif ist, so bezeichnet diess einen Kreis, um -^en einen der 

materielien Punkte als Mittelpunkt beschrieben und mit dem Radius 2a. 

Nach dem Vorhergehenden, sehen wir sofort ein, dass die Bcwegung des 

zweiten Puliktes stets innerhalb dieses Krcises stattfinden muss. Dies ist 

auch, was von der vollständigen Lösung der Aufgabe bestlltigt wird, da 

ja in der That alle Ellipsen mit der halben grossen Axe a innerhalb 

des Kreises 

r = 2a 

fallen ^mössen. Wenn die Excentricität der Ellipse gleich Eins wird, so 
geht diese in eine gerade Linie von der Länge 2a Ober — eine Kurve, 
welche in der That an dem Kreise eine Spitze macht. Wenn a unendlich 
öder negativ wird, so existirt die Grenzkurve nicht mehr. In diesen 
Fallen ist ja auch die Bahn entweder eine Parabel öder eine Hyperbel. 
Den verschiedenen Annahmen ttber a entsprechen die bekannten Anfangs- 
bedingungen 

Gehen wir jetzt zu dem Probleme von der Bewegnng eines- Punktes, 
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welcjier von zwei festen Centra angezogen wird, tiber, so erhalten wir 
aus dem Princip der lebendigen Kraft för diesen Fall, öder 

Jt) =-7- + 7-*' 
die folgende Form der Gleichung (3) 

2m , 2u j 

"V + "f = *' 
r p 

wo T und p die beiden Abstande des beweglichen Punktes von den festen 
Anziehungscentra m und jx bedeuten. Wenn die Integrationskonstante h 
einen positiven Werth hat, so bezeichnet diese Gleichung eine Kurve von 
der allgemeinen Natur einer Lemniskate. Ihre Form ist von den Kon- 
stanten der Gleichung abhängig; je nachdem h einen hinlänglich grossen 
öder hinlänglich kleinen Werth besitzt, besteht die Begrenzung der Be- 
wegung entweder aus zwei geschlossenen und ausserhalb einander fallenden 
Konturen, welche jeden der Punkte m und [x umgeben, öder aus einer 
einzigen geschlossenen Linie, welche beide diese Punkte umfasst. Diese 
beiden Formen gehen in einem Grenzfalle in einander tiber, nämlich 
Avenn die beiden m und [x resp. umschliessenden Gebiete, in einem Punkte 
der V^erbindungslinie dieser beiden Centra, zusammenhängen. Innerhalb 
eines auf solche Weise abgegrenzten Raumes muss nun der bewegliche 
Punkt bleiben; die Stabilität seiner Bewegung ist also durch einen posi- 
tiven Werth von h gesichert.^ Da die fragliche mechanische Aufgabe 
vollständig gelöst worden ist, so känn man sich a posteriori von der 
Richtigkeit unserer Schltlsse tiberzeugen. Wir kommen aber nun zu 
Fallen, wo diese KontroUe nicht möglich ist, indem die vollständige In- 
tegration der bezClglichen Differentialgleichungen bis jetzt nicht geleistet 
worden ist. 

Wir stellen uns vor, dass ein materieller Punkt /i, mit gleichförmiger 
Winkelgeschwindigkeit n, einen Kreis von dem Radius a um einen zweiten, 
festen Punkt m beschreibt. Die beiden Punkte attrahiren einen dritten 



^ Mit einem VerfahreD, welches Jacobi in seiner yierteo Vorlesung 2>tfber Dynamik» 
auf das n-Körpcrproblcm angewandt hat, zeigt man leicht dass die Bewegung nothwendig 
instabil ist, wonn h einen negativen Werth hat. 

Acta mathemat/ca. 10. Imprimö le 8 JniD 1887. 15 
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Punkt P, von welchem aber vorausgesetzt wird, dass er auf die Vorigen 
keine Einwirkung ausUbt Man sucht die Bedingungen daftlr, dass die 
Bewegung des letzteren in Bezug auf die beiden anziehenden Punkte 
stabil sein soU. Es ist tlberfltissig zu bemerken, dass die Bewegungen 
des so fingirten Systemes denjenigen eines eigentlichen Dreikörperproblemes 
nicht gleich werden können, da es, abgesehen von einem bekannten 
Specialfalle dieses Problemes, augenscheinlich unmöglich ist, dass Einer 
von drei einander anziehenden Körpern einen Kreis uui einen Anderen 
beschreibt. Das angenommene System entspricht aber in der That sehr 
nahe einigen Kombinationen im Sonnensysteme, z. B. den beiden Körpern, 
Jupiter und Sonne, in ihrer gleichzeitigen Anziehung an einen dritten 
Körper, dessen Masse, wie diejenigen der Kometen öder der kleinen Pla- 
neten, zu vernachlässigen ist. Ausserdem scheint der gesteliten Aufgabe 
durch den Umstand einiges Interesse verliehen zu werden, dass die voll- 
ständige Bestimmung der Bewegung auf Schwierigkeiten stösst, welche 
denjenigen des Dreikörperproblems nahe verwandt sind. 

Bezeichnet man mit f, rj die Koordinaten des Punktes P in Bezug 
auf ein festes Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte in fit, mit r 
und p die Abstände des Punktes P von m und /x resp. und mit 

x' = acoa{nt + -4), y' = asm{nt + A) 

die Koordinaten von /i, so bekommen die Bewegungsgleiehungen von P 
die folgende Gestalt 

^ , ^wf /i (c — x) ^ 

d'7j mrj fiijj - yO _ . 
^« + ^» "T — ^^i - O- 

Beziehen wir nun durch die Substitutionen 

f = xco^[nt + A) — «/sin [nt + A) 

rj r= xÄr\{nt + -4) + ycos(n< + ^) 
die Lage von P auf ein bewegliches Koordinatensystem, dessen rc-Axe 
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mit der Richtung von m nach /i zusammenfällt, so erhalten wir för die 
relative Bewegung die Gleichungen 

d^x dy q , mx , /i(» — a) 

dt* ^ dt ^ ^ r"" ^ p^ ^ 

woraus, der Gleichung der lebendigen Kraft entsprechend, folgendes Integral 

(4) y _.„v«------f + A = o 

fliesst. Dasselbe Resultat ergiebt sich aucli durch Anwendung der obigen 
Substitution auf eine von Jacobi gegebene Formel.^ Die Gleichung (3) 
bekommt also in unserem Falle die Form 

(5) »'r* + ^ + ^^ = Ä. 

Wenn hierdurch eine Grenzkurve repräscntirt werden soll, ist zunächst 
erforderlich, dass die Integrationskonstante A einen positiven Wert hat. 
Hierzu ist aber nach (4) nur nöthig dass entweder die Anfangsgeschwin- 
digkeit nicht zu gross ist öder dass die Anfangswerthe der Abstände r, p 
hinlanglich klein sind. Um die weiteren Bedingungen fttr die Realitjlt 
der Kurve zu untersuchen, können wir am besten r und p zunächst als 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes ansehen. Es ist dabei nur zu 
bemerken, dass der Umstand, dass die gegenseitigen Abstände ein Dreieck 
bilden, durch die Ungleichheiten 

m 

a + r > p 
r -^ p > a 
p + a > r 

vertreten werden inuss, so wie dass r und p nur positive Werthe an- 
nehmen können. Es folgt hieraus, dass von allén Punkten der Ebene rp 



* Cber Dynamik, fUnftc Vurlesung, GI. (ll). 
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nur (liejenigcn in Frage kommen können, welche innerhalb eincs durch 
die Geraden 

a '\' r ^= p 

(6) r + p = a 

p + a = r 

begrenzten Bändes fallen. Hierzu kommt die Gleichung (5), welche wir 
zunaehst unter der Annahme 

m = o 
ins Auge fassen wollen. Ffthren wir die Bezeichnungen 



ein, so folgt also aus (5) 



(7) 



„3 2(i 




q h 




n 




7r 

s 
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dr I 


(t 


•* ay 


dp ~ 2x' 
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• 

r 



Mit Htilfe dieser Formeln ist es leicht zu sehen, dass die Kurve, welche 
librigens in Bezug auf die p-Axe symmetrisch sein muss, einen posi- 
tiven Zweig hat, welcher die Asymptote 



r = a 



besitzt und die p-Axe in dem Abstande -g yon dem Origo senkrecht 

schneidet. Wegen der Gleichung (4) werden nun von der Ebene rp 
alle Punkte ausgeschlossen, welche auf die konkave Seite der Kurve (5) 
fallen. Je nach den Werthen von a, a und x wird die letztere die Ge- 
raden (6) entweder gar nicht trefifen öder eine öder mehrere derselben 
schneiden. — Stellt man sich in dieser Weise die Gleichungen (6) und 
(7) geometrisch yov und fQhrt man dann das Bild in bipolare Koor- 
dinaten Hber, so erhellt sofort, dass die Bewegung von P entweder in 
der ganzen Ebene stattfinden känn öder in irgend einer Weise beschränkt 
ist. Es 'giebt im letzteren Falle verschiedene Möglichkeiten. Wenn a 
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odcr, was dasselbe ist, h hinreichend gross ist, zerfällt der för dic Be- 
wegung abgegrenzte Raum in zwei Gebiete, von welchen das eine, jB, 
sicher den Punkt /i, mögUcherweise auch m umschliesst, während das 
andere, C, sich von dem Unendlichen aus bis zu einer geschlössenen 
Grenze streckt, welche ausserhalb des Gebietes B fällt. Die beiden Ge- 
biete können ftir kleinere Werthe von A durch einen Kanal zusammen- 
fliessen, welcher sich um die Verlftngerung der Linie von m nach /i cr- 
öfifnet. Bei abnehmendem h erweitert sich diese öflfnung mehr und inchr 
und das ausgeschlossene Gebiet der Ebene drangt sich mehr und mehr 
zusammen, bis von demselben zuletzt nur ein Punkt zurOckbleibt. Von 
da an ist die Bewegung von P ganz unbeschränkt. 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Falle, wo m von Null ver- 
schieden ist, ftber, so erhält man aus (5), indem noch folgende Bezeich- 
nung 

n 

angewandt wird, zur Diskussion der Kurve die Gleichungen 

'3 r 

und 

dr _ I (r^ — «V + ky 

Ein positiver Theil der Kurve existirt nun immer, sobald 



(I) 



« 27 
> — 



und ist zwischen zwei mit der p-Axe parallelen Asymptoten einge- 
schlossen. Nach dem Vorgange der oben angefohrten Betrachtung ist es 
auch in diesem allgemeinen Falle leicht zu sehen, wie sich die Grenzkurve 
in der Bewegungsebene gestaltet. Ftir gewisse Werthe der Konstanten 
zerfällt das Gebiet der Bewegung in drei Theile, von denen zwei, A 
und B, die Massenpunkte m und jj. resp. umschliessen und gegenseitig 
ausserhalb eiinander fallen, während das dritte, C, sich, wie im vorigen 
Falle, von einer rings um A und B geschlössenen Linie nach dem Un- 
endlichen hin erstreckt. Je nach den Umständen können A mit B und 
B mit dem äusseren Gebiete C zusammenfliessen. 
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Als Resultat dieser an anderer Stelle^ nä-her aus^jeftthrten Diskus- 
sion können wir also behaupten, dass solche Werthe der Integrations- 
konstante A wirklich beigelegt werden können, dass einfe stabile Bewegung 
des Punktes P sowohl in der Nähe von m als in der Umgebung von fi 
möglich wird. Dies ist auch, was unserer apriorischen Vorstellung von 
der Sache entspricht, eine Vorstellung welche ohne Zweifel in unseren 
Erfahrungen auf dem Gebiete der celesten Bewegungen wurzelt. 

Die Möglichkeit der vorhergehenden Schltlsse war davon abhängig, 
dass die Gleichung (3) in jedem Falle nur die Koordinaten eines einzigen 
Punktes enthielt. Derselbe Umstand ermöglicht nun in der That im 
folgenden Specialfalle des Dreikörperproblems eine ähnliche Grenzbestimm- 
ung. Wir stellen uns ein festes Koordinatensystem vor und nehmen an, 
dass die Geschwindigkeit eines matcriellen Punktes /i in einein gewissen 
Augenblicke längs der y-Axe gerichtet ist. Wir denken uns ferner zwei 
andere Punkte, jeder von der Masse m, deren Lagen und Geschwindig- 
keiten in demselben Augenblicke in Bezug auf die y-Axe symmetrisch 
sind. Es ist einleuchtend, dass diese Bedingungen, wenn sie in einem 
gewissen Momente gelten, auch in jedem beliebigen Augenblicke der Be- 
wegung bestehen bleiben. In Folge dessen nimmt die Gleichung der 
lebendigen Kraft des Systemes die folgende Gestalt an 

wo man mit j;, y die Koordinaten z. B. desjenigen, der beiden symme- 
trisch gelegenen Punkte, P, welcher rechts von der y-Axe ist, mit y^ die 
Koordinate von /i und mit r den gegenseitigen Abstand von P und /i be- 
zeichnet hat Die Gleichung der Grenzkurve fOr den Punkt P wird also 



öder, wenn man 



setzt und die Bezeichnungen 
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einftthrt, 

r = a 1 H • 

L C08 vj 

Diess ist die Gleichung einer Konchoide, welche auf ein mit dem Punkte 
fi bewegliches Koordinatensystem bezogen ist. Wenn e > i ist, so exi- 
stirt nur der ofifene Zweig, welcher rechts von der y-Axe liegt. Hat 
man e < i , so giebt es auch links von der y-Axe ein geschlossener 
Zweig mit einer Spitze im Origo. Wir brauchen abér den letzteren 
nicht zu betrachten; denn bevor der Punkt P zu der Unken Seite der 
y-Axe tlbergeht stösst er mit dem symmetrischen Punkte auf der y-Axe 
«elbst zusammen und wir werden die Bewegung nicht länger als bis zu 
einem solchen Momente verfolgen. Wie es leicht zu sehen ist, findet 
also die Bewegung von P stets innerhalb desjenigen Gebietes der Ebene 
statt, welches einerseits von der y-Axe und anderseits von der Konchoide 
eingeschränkt ist. Der Punkt känn sich mithin zwar unendlich weit von 
/i entfernen aber nur in die Richtung der y-Axe. Man könnte diess so 
ausdrtlcken, dass die Bewegung in der Richtung der a;-Axe stabil wÄre. 
Wenn die Anfangsbedingungen im Dreikörperprobleme ganz beliebig 
sind, hat man von der Gleichung 



ds ds' ds" 
auszugehen. In derselben sind ^ , ^ , -^ die Geschwindigkeiten der drei 

Mässen m, m', m"; r, r', r" diejenigen Seiten des von denselben gebildeten 
Dreieck?, welche m, m', m'' resp. gegenttber stehen; schliesslich haben wir 

c = 2m' m*' 
c' = 2 m" m 
c" = 2m m' 

gesetzt. Wir stellen jetzt die Gleichung 

c c' c" 

(9) l + h+h-^ 
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auf, welche nach EinfQhrung von der Bezeichnung 
(lo) H' = h-'^, 

auch so geschrieben werden känn 

(9') ; + r^ = ^- 

Wenn H' positiv ist, bezeichnet diese Gleichung, wie im Falle von der 
Anziehung eines Punktes nach zwei festen Centra, eine lemniskatenähn- 
liche Kurve, welche indessen jetzt einen veränderlichen Parameter enthftlt 
und auf die beweglichen Punkte m und m" als Anfangspunkte der 
Koordinaten bezogen ist. Setzen wir voraus, dass r* immer zwischen zwei 
endlichen Grenzen liegt, känn man einen so grossen Werth von k wählen, 
dass ff stets positiv bleibt. Es existirt somit immer die Kurve (9') und 
der Gleichung (8) zufolge muss der Punkt m' stets innerhalb derselben 
bleiben. Die Voraussetzung, dass r' eine obere Grenze hat, känn man 
aber fallen lassen, indem, fQr grosse Werthe von r', W das Zeichen von 
h erhält, d. h. positiv bleibt. Wenn indessen r' sehr viel anwächst, muss 
die Kurve (9') schliesslich diejenige ihrer Formen annehmen, welche in 
zwei tim jeden der Punkte m und m" geschlossenen Gebieten besteht. 
Wenn h positiv ist und wenn m und m" sich unendlich weit von einander 
entfernen, so muss also schliesslich w' in der Nfthe von dem einen dieser 
beiden Punkte bleiben. Ganz allgemein krfnnen wir also sägen dass, wenn 

Ä > - 

r 

ist, so ist die Bewegung von m' entweder in Bezug auf m öder in Bezug 
auf m" stabil. FQr die Punkte m und m" känn man nun ganz ahnliche 
Betrachtungen wie fttr m' machen. Durch Zusammenstellung derselben 
schliesst man dann unmittelbar, dass die drei Punkte stets in endlichen 
Abstanden von einander liegen mUssen, so länge öder sobald die Be- 
ziehungen 

(I O Ä>^, Ä>^, Ä>^ 

gleichzeitig bestehen. — Diese Betrachtungen können nun in verschiedenen 
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Weisen variirt werdcn. An der Stelle der Bedingungen (ii) könnte mnn 
z. B. auch die folgenden 



*>;-'« U) -*»» U) 



''>7— "('^)--(5p 



)' 



treten lassen. 

Wenn die gegenseitigen Lagen der drei Punkte so beschafifen sind, 
dass die Gleichung (9) stattfindet, so ist nach (8) die Geschwindigkeit 
eines jeden derselben gleich Niill. In einem solchen Augenblicke machen 
ihre Bewegungskurven Spitzen; es ist ja in der That. einleuchtend, dass 
jeder Punkt von diesem Augenblicke an in demselben Weg zurQckkehren 
wird, welchen er vorher, bis zu dem fraglichen Zeitmomente, gefolgt hat. 
Das Integral der Flachen giebt uns leicht eine Bedingung för die Mög- 
lichkeit dieser Art von Bewegung. Wenn die Geschwindigkeit^jn aller 
drei Punkte gleichzeitig Null werden, so känn nftmlich dem fraglichen 
Integrale öder der Gleichung 

(It dt dt 

nur in dem Falle Gentige geleistet werden, wenn die Konstante der FllVchen, 
Är, selbst gleich Null ist. Diess ist nun eine Bedingung, welche in dem 
oben angeftthrten Specialfalle des Dreikörperproblems stattfindet, die aber 
z. B. im Sonnensysteme, wo alle Bewegungen in derselben Richtung vor 
sich gehen, nicht erfcUlt ist. 

Wir haben bei den angeföhrten Beispielen alle Bewegungen als in 
der Ebene stattfindend angenommen. Es ist aber leicht einzusehen, 
dass diess eine unwesentliche Beschränkung war und dass die Schlftsse 
ebenso leicht in drei Dimensionen gemacht werden können. Die auf- 
gestellten Grenzkurven werden dann durch solche Grenzflllchcn ersetzt, 
die durch die Drehung der vorigen um ihre resp. Symmetrieaxen erit- 
stehen. Dass die SchlQsse ebenso leicht flir andere Attraktionsgesetze als 
das NKWTON^sche gemacht werden können, ist auch ohne weiteres klar. 

Arta malhfmntica. 10. Tmprimé \f 11 Juin 1ft87. 16 
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Bevor wir diesc Mittheilung abschliesson, wollen wir noch ein Paar 
Worte fiber die Anwenduiig der angefQhrten Betrachtungsweisé bei einer 
specielle!) Aufgabe der Störungstheorie zufttgen, namlich bei der Unter- 
suchung ttber die Existenz der s. g. Libration in der Länge eines Pla- 
neten. Bekanntlich wird die gestörte mittlere Lange, Ct eines Planeten 
durch Annaherungen bestimint, deren Grnndlage folgende Gleichiing 

(I 2) 'J]f = - Ta,, sin (;<:- i'C + A, ,) 

biidet Hier bedeutet C die mittlere Länge des störenden Planeten; die 
Äi^i! wie die a, , sind von den Elementen abhftngige Grössen, von welchen 
die letzteren mit der störenden jVIasse multiplicirt sind; i und i' nehmen 
die ^Verthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen an. Setzt man 
die störende Masse gleich Null, so erhält man 

^ =-. nt + c 

wo n und c die elliptischen Integrationskönstanten bezeichnen, n die Dmitt- 
lere Bewegung» imd c die »mittlere Epochenlftngej). Ebenso erfolgt fftr 
den störenden Planeten 

C = n't + c'. 

Diese beiden Ausdrilcke werdien nun als Anfangswerthe benutzt, welche 
man in der rechten Seitc von (12) einsetzt. Man erhftlt so 

^ = — Zot,,, sin {int — i'w7 + iv — iY + ^,,,) 

woraus man durch directe Integration als erste Annäherung 

(13) c=»ä + c+^ (i^^kf '"' ^'''' ~ '''''^ + '' ~ '''^ t ^'•^') 

bekommt. Die zweite Annäherung erfolgt durch Einsetzung von eben 
diesem Ausdrucke und dem entsprechenden fftr C in (12), u. s. w. Bei 
der ersten Annäherung sind die a,,^ urid -4, 4' als Konstanten zu betrachten. 
Wir werden sie auch hier, wo es sieh nur uni ein typi.'5chés Beispiel han- 
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dclt, als solche ansehen. lin allgcnieinen sind sie docli veränderlich uiid 
zwar mössen aus dieser Ursnclie in einer beliebigon Annäherunor statt der 
Af^f Ausdrttcke von der Form ö*/ ,< + -4,,^ in den Argumenten von (12) 
auftreten, wo die ö-/,- kleine von den Bewegungen der Apsiden und Knotcn 
abhangige Koefficienten sind. In einer neuen Abhandlung^ ttber eben diese 
Frågen hat Herr Gyldén auf diese Verallgemeinerung Röcksieht genommen. 
Es känn nun aber bekanntlich die angeftthrte Folge der Annäherungen 
divergent werden. Die Ursaclie hievon ist der Umstand, duss die n und 
n' zwei ganzen Zahlen ?7, und Iq so nahe proportional sind, dass die ent- 
sprechenden Koefficienten in (13) 

m 

schr grosse Werthe annehmen. Wie diese Wirkung der kleinen Divi- 
soren {IqU — IqU') durch Vorhandensein der s. g. Librathn kompensirt 
werden känn, hat Herr Gyldén vor längerer Zeit gezeigt und in der ci- 
tirten Abhandlung näher auseinandergesetzt. 

Die typische Form der bezftglichen Annäherungsmetode könnte in 
folgender Weise dargestellt werden. 

Man oreht von der nachstehenden Gleichunor 

aus. Vorausgesetzt, dass 

C= nt + c + P 
ist, wo P nur periodische Glieder enthält, so geht dieselbe in die folgende 

-^ = — ra,,,'8in {int — i'n't + k + iP + ^,,,) 

tlber. Fohrt man hier statt P eine Grösse V ein, welche durch folgende 
Gleichung definirt ist 

(14) 2 F = i^nt — i'on't + ioC + ioP + A^^j^, 



* Uniersuchungen iiher die Convergenz der Reihen, rcelche zur Darstellwig der Coor- 
dinalen der Planeten augewendet werden, Acta mathcmatica 9, p. 185 — 294. 
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wo /\, und /y uiiitjin kritischen Gliede cntspreclion, so CM-hält man zur Be- 
stimtnunur von V die Gleichung 

(14') 2 ^^^, = — i/oa/.t-sin {hit — i'n't + ic + iP + ^,,,.). 

Vernachlössigt man hier alle (ilieder ausser demjenigen, welches den 
ganzen Zahlen i^ und /J entspricht, so erhält man, wenn noch 

gesetzt wird, die folgende Gleichung 

(15) '^^^, = — ^l'^iu]^•0^^, 

woraiis naeh cimiiiiliger Integration 

(16) (l^i:)- = ,^ _ a^i„' r 

kommt. Ks bedeufet liier y'^ die Integrationskonstante. Diese Gleichung 
bestimmt V als eino cUiptische Function von t mit dem Modul 

/» — 



/ 



Je nacli dem Wcrthe 'von Ä*, niithin von der Integrationskonstante y^ ist 
nun die Entwicklung von V verscliieden. Wenn 

A^ < I 

ist, so .enthalt die Entwicklung von F, wie^in (14) vorausgesetzt ist, 
wirklich ein sekulares Glied, dessen von k abhangiger Koefficient dem 
Werthe von ^n — y^n' gleich sein muss. Von den Grössen y und n känn 
man also in diesem Falle nach Belieben die eine öder die andere als 
die unabhängige Konstante ansehen. Im Falle dagegen, wo 

k> \ 

ist, känn die Entwicklung von V nur periodische Glieder enthaltcn. 
Nach (14) muss also die Gleichung 

(17) ^V' —i'^n' = o 
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gcntiu erfftllt sein. Das hierdurch ausge^igte Verhaltniss ist es, was man 
Libration liennt. Dié mittlere Bewegung n bleibt also in diesem Falle 
nicht willklirlicli, sondern niuss so bcsthnint werden, dngis zwischen n und 
n' eiiie vollstand'me Kominensurabilitat herrscht. Die willkQrliche Kon- 
stante tritt stattdem in dem Koefficienten eines periodischen GHedes åuf. 
Dioäc Schliisse, welche durch Anwendung beknnnter Reihenentwick- 
lungen der elliptischen Functionen gefolgert werden, lassen gich nun auch, 
durch Anwendung unserer mehrerwähnten Betrachtung auf die Gleichung 
(i 6), ohne weiteres machen. Bei diesem Verfahren ist man auch keines- 
wegs auf die beiden Glieder an der rechten Seite von (i6) beschrankt, 
sondern man känn aus (14') auf einmal alle Glieder mitnehmen, welche 
nur von V abhängen. Auf solche Weise tritt an die $to\\e von (16) 
eine Gleichung 



(•8) (fy=^''(^) 



wo F{V) ausser der Integrutionskonstante ein Aggregat von periodischen 
G Hedern enthält. 

Es sei nun F{V) eine beliebige Function, welche so beschaffen ist, 
dass die Gleichung 

(19) F{V)=.o 

zwei reelle Wurzeln, V^ und Fj besitzt. Es wird ferner angenommcn, 
dass zwischen diesen Wurzeln keine dritte Wurzel liegt und dass F(F) 
eine positive Grösse ist fftr Werthe von V zwischen V^ und V^. Wenn 
die Anfangsbedingungen so beschaflfen sind, dass, fQr t = o, V zwischen 
F^, und Fj liegt, so folgt aus den Voraussetzungen, dass F fQr immer 
zwischen diesen Grenzen in einem Zustande von Libration bleiben muss, 
wenigstens insofern die Gleichungen 

F(FJ = o, F(F,) = o 

nicht gleichzeitig mit 

J/(FJ-=o, l'\V,) = o 

bestehen. Denn fttr Werthe von F, welche unmittelbar ausserhalb den 
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Grenzen V^ und Fj liegen, wttrde die Functiou F{V) negative Wcrthc 
annehmen, ^as nach (i8) nicht zulftssig ist. — Wenn dagegen die Gleichung 
(19) keine feellen Wurzeln hat, so muss ja in der That V in\t t entweder 
beständig wachsen odcr beständig abnehmen. — In dem Falle, dass F{V) 
gleieh einer periodischen Function 

a^ + «i cos F + • • • 
+ yisinF+... 

wftre, ist es hinreichend die Wurzeln, welche zwischen o und 27r fallen, 
zu untersuehen. Aus der Periodicität der Function F{V) folgt ausserdem 
dass, wenn V^ einc zwischen o und 27r liegende Wurzel der Gleichung 

F{V) = o 

ist, zwischen diesen Grenzen wenigstens noch eine Wurzel V^ liegen 
niufes, vorausgesetzt dass 

ist. 

Mit Anwendung von eiuem durch Herrn Weierstrass gegebenen Ver- 
fahren/ ist es leicht zu zeigen,. dass för den Fall, wo die Gleichung 
(19) zwei Wurzeln V^ und }\ hat, V als eine periodische Function von 
t darst^llbar ist. 

Angenommen, dass V^ und-K^ zwei auf einander folgende reelle Wur- 
zeln der Gleichung 

F{V)^o 
sind, dass aber F{V) fOr diese Werthe nicht verschwindet, so folgt, dass 

i/(F) = (F-FJ(F,-F)F,(F) 

ist, wo F^{V) weder fttr die Werthe F^, Fj noch för die dazwischen- 
liegenden Werthe von F NuU werden känn. Da nun, wenn der Anfangs- 



* Sitzangsberichtc der Akademic der Wissenschaftcn zu Berlin, Fe- 
bniar 1 866, 
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werth von V zwischen V^ und F, liegt, noch dem Angeftihrten folgt, 
dass folgende Relationen immer bestehen mftssen 

so ist man berechtigt, statt. V eine neue Vcränderliche r, durch die fol- 
Mnde Gleichung einzuföhren: 

v = a + /9cosr, 



wo 



Man erhalt nun 



und anderseits 



V -h V V — V 

2 ' 2 






(t^-t;)(t^, -n = /5.vmv, 



so dass ans (i8) 



(2o) (IJ) - 7^;(a + /9oosr) 

folgt. Da die rechte Seite fQr alle Werthe von v sicher nie Null wird, 
so miiss, dieser Gleichung gemftss, v mit t entweder beständig wachsen 
öder beständig abnehmen, und zwar so, dass wenn t von — cx) bis + cx) 
ttbergeht; v zwischen denselben. Grenzen läuft. Es ist also sowohl v eine 
eindeutige Function v(<) von tj als umgekehrt t eine eindeutige Func- 
tion t(r) von v. 
Es ist nun 

di{_v) I di {v + 2r) 

du \^\{^^ +- flcos v) dv 

r 

(2i) \{V) = ('—..JL 

^ - ^ ,/ V'*'.(« + / 



»-_ 1 



i9 eos 1') 



folglioh 



(2 2) X{v + 2r) = t(r) + 2 



(O 
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indem 2(o eine gewisjH) Konstante bezoichnet. Hieraus erhalt man 

V(/ + 2(o) = y{f.) + 27: 
und also 

CÖ55[V(/ + 2ö>)] == COSV(/). 

Man sieht also, dass cosr, und somit auch F, eine periodische Function 
von t ist mit der Poriode 2w. Um die letztere zu bestimmen setzen wir 
in (22) 

v •=! TT. 

Dann erhftlt man 

t(n-) =t(— r) + 20) • 

und bedenkt man jetzt, dass nach (21) 

m 

t(-r)^-t(;r), 
SO folgt 

r r, 



€0 



J \/i\{a-\-^C(ysv) J 



yjP{V) 



Als eine ftberall endliche periodische Function von /, welehe ausserdem 
gerade ist, känn cost; in folgender Weise entwickelt werden 

COSV r=: ^^ -f- ^jCOSW + A^Ci)^2U + . . . , 

wo 



44 



u = -t 



ist. Zur Bestimmung der Koefficienten haben wir Gleichungen von der 
Form 



r 



(23) 7:A^ = rcosrcoswwrfw 
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öder, da 



, n du 

du = 



i*^ xF^{a + y9cosv) 



ist 



(oA,, = 



o 



/* ut: r dv 

I cos v . cos — I 

,/ "" J v *\(« + / 



/? cos v) 



o 



do 



y/F/a + ^9cosr) 



Statt dieser Formel, känn man anch die aus (23) durch partiélle 
Integration abzuleitende 



ii |r— W — I 

A I /* • t: r dv I . 

An = — . I sm ni - -:=r— I sm v 

"^ J \J v/^«(« + /?cosv) 

o ' o -J 



dv 



benutzen. Das Integral 



r du^ 



fi cos v) 



o 



känn man sich in folgender Weise bestimmt denken. Da die Function 



yJF^{a + ficosv) 



eine tlberall endliche, gerade, und periodische Function ist, so Iftsst sich 
dieselbe folgendermassen entwickeln 



F^{a + y^cosv) 



= «o + ^1 ^^^ t^ + otj COS 2t; 4- . . . , 



und die Koefficienten sind durch die Formel 



r 



rra. = 



=i 



cosnv 



F^{a + /Scosv) 



dv 



i) 



bestimmt. 

Aeta mathfmattca. 



10. Tmprimé le 10 Juln 18$7. 
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Dieselben känn. man also immer, wenigstens durch mechanische Qua- 
dratur, berechnen. Hiernach ergiebt sich 



/ — _ --i- = a. r 4- a, sm v A — - sm 21? + 

o 

« 

Die Koefficienten A„ lassen sich sodann bestimmen entweder durch 
mechanische Qiiadratur öder auch analytisch mittels Entwicklungen . nach 
Cylinderfunctionen. 
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ZUR THEORIE DER KRUMMEN OBERFLÄCHEN 

* 

VON 

R. LIPSCHITZ 

iD BOMN. 

Vor einiger Zeit wurde ich veranlasst, inich mit der Frage nach 
denjenigen Oberflächen zu beschäftigen, bei welchen die Differenz der 
Hauptkrtimmungsradien in jedem Punkte denselben Werth hat. Die Me- 
thode zur Behandlung derartiger Aufgaben, welche von mir in den Un- 
tersuchungen Hher die Bestimmung von Oberflächen mit vorgeschriebenen, die 
KrUmmungsverhäUnisse betreffenden Eigenschaften (Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie v. 14. December 1882 und 8. Februar 1883) ent- 
wickelt ist, giebt för die erwähnte Forderung eine angemessene Formu- 
lirung, und erlaubt, alle Oberflächen aufzusuchen, welche dieser Forderung 
und ausserdem noch einer gewissen Beschränkung genttgen. Die recht- 
winkligen Coordinaten eines Punktes einer solchen Oberfläche lassen sich 
mit Htilfe von elliptischen Integralen als Functionen von zwei unab- 
hängigen Elementen darstellen. Nachdem Herr Hermite die Göte gehabt 
hat, die Ausdröcke in den Comptes rendus der Pariser Akademie v. 
14. Februar 1887, S. 418/ mitzutheilen, erlaube ich mir, die Ableitung 
hier folgen zu lassen. 

Wie in der angeföhrten Abhandlung denkt man sich in jedem Punkte 
der zu betrachtenden nicht abwickelbaren Oberfläche die Normale construirt, 
und werden die rechtwinkligen Coordinaten $, rj, C des zu der Normale 
gehörenden Punktes einer GAuss^schen Kugel vermöge der Gleichungen 

f = cos # , ly = sin # cos ^ , C = sin ö sin ^ 



* Vgl. Comptefl rendus v. 21 Februar 1887, S. 534. 

Äcia math€mati€0, 10. Imprimé le 10 Juin 1887. 
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durch die unabhängigen Polarcoordinaten B und ^ ausgedrftckt; es er- 
streckt sich ö von o bis ;r, y von o bis 27r. FQr einen Punkt der 
Oberfläche, dessen rechtwinklige Coordinaten Xy y^ z sind, bezeichnen p^ 
und p^ die Hauptkrtiminungsradien, und wird die Lage der Hauptkröm- 
mungsrichtungen durch den Stellungswinkel a bestimmt. Zieht man durch 
den Punkt (a?, y, z) eine Parallele zu der iC-Axe, und projicirt jene auf 
die Tangentialebene, so bedeutet a den Winkel, welchen die betreflfende 
Projection mit der zu p^ gehörenden Hauptkrtimmungsrichtung biidet. 
Alsdann werden p^^ p^y a als Functionen der Variabeln # und (p auf- 
gefasst, und die a. a. O. in III mit (26) bezeichnete Gleichung 

-^ ^» ' 

in welcher i = y/ — i ist, enthält die nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen dafttr, dass eine Oberfläche existirt, zu welcher die Functionen 
P\y P^y ^ gehören. Die rechtwinkligen Coordinaten Xj y, z eines Punktes 
der Oberfläche ergeben sich hierauf durch die Integration der a. a. O, 
in III, (27) aufgestellten Diflferentiale dx, dy, dZy bei welchen die Be- 
dingungen der Integrabilitat in Folge der befriedigten partiellen Diflfe- 
rentialgleichung erföllt sind. Die Ausdrftcke von dXj rfy, dz lassen sich 
nach I, (32) der Abhandlung TJntersuchungen Uher die Bestimmung von 
Ober fläcken mit vorgeschriebenem Ausdruck des Linearelements (Sitzungs- 
berichte der Berliner Akadeniie v. 10. Mai 1883) beziehungsweise 
als die reellen Theile der folgenden Verbindungen darstellen, — 

—sin &(j^^ {d» + i&m&df) + ^i^e-»"(rfö— tsinörfjp)) , 



(2) 



(costfcos^ + isin^)^^^^ [d» + isvaM<p) +^^^-^€-'"'{d»—i8\n9d^)\ , 



Um in der Gleichung (i) die Bestandtheile von einander zu trennen, 
in welchen die Summe, und diejenigen, in welchen die Differenz der 
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Hauptkrtimmungsradien vorkommt, känn man dieselbe, nachdem sie mit 
sinÄ multiplicirt ist, in die folgende Gestalt bringen 

(t,) —~ ^- sini9 — t ^' ^ ^* sm tf 

. 9[{p,-p,)e-'"'Bin'» \ ■ 3[(/>.-p.)e-»''8iu'tfJ _ 

Deinnach liefert die Trennung des Reellen und Imaginaren die beiden 
partiellen Dififerentialgleichungen 



(4) 



df> sin #d^ 3# 

g(/>, + /> ,) ftin 2 o ^ ^[(/>» '-iPjco8 2<T8in' (»] _ a[(^, - />,)8iD2<T sin*Å»] 

a^y a^y sin /ya^ 



Da die nach # und j^ genommenen partiellen Differentialquotienten der 
Summe {p^ + p^) durch die partiellen Differentialquotienten der Ver- 
bindungen {p^ — p^)cos 2a und [p^ — p^m\ 2a ausgedrtickt sind, so léuch- 
tet ein, dass, wenn zu der Bestimmung einer Oberfläche nur die beiden 
letzteren als Functionen von # und ^ gegeben sind, die för die Existenz 
der Oberfläche nothwendige und hinreichende Bedingung in einer einzigen, 
nur reelle Grössen enthaltenden partiellen Diflferentialgleichung der zweiten 
Ordnung besteht, welfhe feststellt, dass för das aus (4) abzuleitende Diffe- 
rential der Summe {p^ + p^ die Bedingung der Integrabilitat erfttllt ist. 
Bei denjenigen Oberflachen, in welchen die Differenz {p^ — p^ constant 
ist, und die gegenwärtig ins Auge gefasst werden sollen, wird durch die 
so eben erwähnte partielle Differentialgleichung angegeben, in welcher 
Abhängigkeit der Stellungswinkel a von den Variabeln # und ^ stehen 
muss, und sobald diese partielie Differentialgleichung erföllt ist, erhält 
man zuerst {p^ + p^) und darauf a?, y, ^, die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes der Oberfläche, durch die Integration voUständiger Diffe- 
rentiale. 

Ich suche jetzt die Oberflächen zu ermitteln, för welche die Diffe- 
renz {p^ — p^) constant ist, ferner der Stellungswinkel a nicht von. der 



• s 



\ 
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Variable (p und nur von der Variable # abhängt. Dann gehen die par- 
tiellen Differentialgleichungen (4) in die folgenden Uber 



(5) 



5 (/»t + />.) ' ?[(Pi — /0.)sin2tf8iii*é>] 

'btp sin tV a# 

3(^i_+jO ^ I ^[(/Qi — /0,)c082(y8in*iy] 

a# sin' # a# 



und die Bedingung der Integrabilität för des Differential rf(^j + />,) be- 
steht in der folgenden gewöhnlichen Differentialgleichung der zweiten 
Ordnung, welche die Abhängigkeit des Stellungswinkels a von der Va- 
riable # charakterisirt 

, / I d \{p^ — p^ sin 2a sin* d]\ 

(ö) ^ M = °- 

Die Grösse {j)^ — p^ biidet, da sie constant ist, einen fortzulassenden Factor. 
Mit Hftlfe von zwei willktlrlichen Constanten 9Ä und fi ergiebt sich sofort 
die vollständige Integration 

I dCsin 2<Tsin*^) 

(7) 



= — 2R, 



sin # d» 

sin 2(Tsin^ö = S + 3äco8ä. 
Hieraus folgt, indein 

(8) ^ sin* * — (fi + a» cos ö)' = F(cos *) 
gesetzt wird 

(9) cos2(Tsin^# = v'P(cos *). 

Wegen der Gleichungen (5) erhält die Summe (/>j + P^ den Ausdruck 

/ \ I / \l r^Ccos 2(y sin* iJ) d^S , cm 1 

(10) />,+/>, = (/>. - />,)(/ -^—53^ äE^ + ^^ )' 

wo bei der auszufiihrenden Integration eine additive willkftrliche Con- 
stante hinzukommt. Indem man t\ber diese so wie Dber die schon ein- 
geftihrten Constanten 9Ä und fi auf alle zulässigen Arten verftlgt, wird 
die Gesammtheit der Oberflachen, welche den aufgestellten Forderungen 
entsprechen, erschöpft. 
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Das in (lo) vorkonimende Integral känn durch theilweise Integra- 
tion 80 umgeformt werden 



00 



/ 



d (co8 2<y sin' d) d(cos &) 
d(cosd) 8in*é^ 



= C08 2Ö' 



+ 2 I C0S2Ö'-; — Tidfi 



8ini9 



.ftin'd ' J 8m'# 



Vermöge dessen bekommen die Differentiale der rechtwinkligen 'Coordi- 
naten x, y, z eines Punktes der Oberfläche beziehungsweise die Ausdröcke 



(12) 



2 



/ (\'F(coa») „ ,„ , 2v/F(co8#) , ^ . . „ ,„ 



> jsii 



+ (Ö + mcoB»)d^ 



dy = 



Pi — Ptu{ l\'F{coH») „ ,- , 2yjF{coa&) , cm V ^ 
^^ [(^V ^Wér"^^^^^+ sin'.» ' + ä«FJco8tfco8y 



_Pt — p 



, 8 + aRco8* . 



sin'^ 



rfi9 + 



[-(^/^F^ -*''«+ »'i')»' 



sm^ 



Sjf^lcos* 
8in«* 



cos 



tfcos^ I si 



s\nfidf> 



9 



dz = P-^=^ 



2 + 



m*/> ^ \ t.' ^^^ 



■|-^cosi9rfÄ + 9KfP ) cosf? 






sin*» 



• I- 

\n^ 81 



co8dsinj^ Uintfrff^ 



Durch die Integration wird ausser dem auf der rechten Seite von (u) 
erscheinenden elliptischen Integrale noch ein zweites eingeftlhrt; der Ktlrze 
halber will jch dieselben 8o bezeichnen 



(u) 



I 8in** / sm*d 
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Åuf diese Weise entstehen fQr Xy y\ z die Darstellungen 



(14) 



x=P^ 



-• [(2P + 3\<f) cos H—2q-\-Stf\ 



y = ^1—^ ((2P + SDJf ) sin »9 cos f — 
*-({2P + aKf ) sin « sin f? + 



2co8»5> + 5R . 



/O.—/» 



sind 

8C08* + W 



) 



2 \^ • - / / / • g^,<^ 

und p^, />3, (T sind durch die Gleichungen bestiinmt 

8in2ö'sin^i9 = 2 + 9)1 cos* 
cos 2 (T sin^ j9 =. y^iF {cos if) 



sin^^ 



cos fp), 



(■5) 



P,+P,-{p.-P,){^P + '^^ + m^). 



Die beiden mit P und Q bezeichneten Integrale unterscheiden sich 
insofern von einander, als fftr die besondern Werthe der Constanten S =' o, 
9Ä ^ o und S < o, 9K = o das erstere die Eigenschaft, ein elliptisches In- 
tegral zu sein, verliert, wahrend das zweite dieselbe beibehält. 

Bei der Voraussetzung, dass S und 3Ä gleichzeitig verschwinden, wird 



mithin 



F(cos*) = sin'«, 



/ C08»> 

~./ s"in¥ 



(W = log sin i9 + ?l. 



Q 



' U 



^ = /8hr* =»<^g*g-> + 



5P, 



und daher nehmen x, y, z die Gestalt an 



(16) 



^ = {P^ - Pa) ((log ^in * + ?0 cos # - log tg I — Sb) 



^ = (/>j — />J(logsin#9 + ?t)sini9sinfr. 
Hier ist die betreffende Oberfläche eine Rotationsfläche. 
Bonn d. 4. April 1887. 
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BEWEIS EINES SATZES 

AUS DER THEORIE DER SUBSTITUTIONEN 

VON 

R. LIPSCHITZ 

in BONN. 

In der Abhandlung Sur la théorie des fonnes quadratiques ternaires 
indéfinies (Journal fQr Matheraatik, Bd. 47, S. 312) hat Herr Her- 
MiTE den Satz ausgesprochen; dass, wenn eine Substitution dreier Va- 
riabeln nach /i-facher Wiederholung die identische Substitution hervor- 
bringt, die zu der Substitution gehörende mit einer unbestimmten Grösse 
s gebildete charakteristische Determinante nur fQr solche Werfhe von s 
verschwinden känn, die gleich /x'®" Wurzeln der Einheit sind. Dieser 
Satz ist von Herrn Camille Jordan in dem Mémoire sur les équations 
différentielles Unéaires ä intégrdle algéhrique (Journal fOr Mathematik, 
Bd. 84, S. 112) in der folgenden Weise auf Substitutionen von beliebig 
vielen Variabeln ausgedehnt worden. Jede Substitution von n Variabeln 



(O 



^2 = 0^21^1 + »22^2 + • • • + «2«y« 



welche nach /x-facher Wiederholung die identische Substitution erzeugt, 
känn in die kanonische Gestalt 

(2) <i = cojtti, /j = rOjWa, . . . , * /^ = ö>„w„ 

Aeta mathematiea, 10. Imprimé le 6 Jutn 1887. Ig 
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gebracht werden, wo die sämmtlichen Constanten ö>i, ö>j, ..., (o^ jn^ 
Wurzeln der Einheit sind, unter denen mehrere einander gleich öder auch 
alle von einander verschieden sein können. Den bei der Verwandlung 
von (i) in die kanonische Gestalt anzuwendenden Transformationen ent- 
sprechen solche Transformationen der zu (i) gehörenden bilinearen Form 



(3) 



(a„y, + . . . + a„y,)^!, + . . . + (a^i^i + . . . + a.,y«)^.» 



durch "welche die bilineare Form 



(4) 



^1^1 + y^^i + ' • • + Vn^, 



in sich selbst öbergeht. Wenn för die Variabeln tfi, yj, . . . , y, die Sub- 
stitution 



(5) 



y» = 9n^i + 9n^i + • • • + 9in% 



y« = 9,\»V + 5'.i.«a + • . • + 9nn'a, 



benutzt wird, und man das zu g^ gehörende, durch die von Null ver- 
schiedene Determinante | g^ \ dividirte adjungirte Element mit (?« be- 
zeichnet, so muss fOr die Variabeln z,^ die Substitution gebraucht werden 



(6) 



^2 = G^^tV^ + G^^W^ + • • • + ^2n^f 



Zn = G^^iv^ + G^^w^ + . . . + G^^w^j 



damit die vorgeschriebene Gleichung 



(7) 



yi^i + yj-e, + . , . + y,z, = «iWi + «,w, + . . . + u,w„ 



entsteht. Biidet man dagegen die Gleichung 



(8) 



(«iiyi + • • . + ainy^zi + . . . + («,iyi + • • . + «„«y,)«, 



(C„M, + . . . + C„M,)«<'l + . . . + (c.iM, + . . . + C^nU^W^, 



Beweis eines Satzes auB der Theorie der Substitutionen. 
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80 leuchtet ein, dass die mit der rechten Seite correspondirende Substi- 
tution 



(9) 



*n — ^iil^l "T ^ni^h + • • • r ^nn'^i 



hervorgebracht wird, indem man zuerst die zu (5) gehörende inverse 
Substitution 

é ^1 = ^11^1 "T ^21^2 I • • • "T ^Ml^n 



(10) 



K — ^In^l "T ^211^2 "t" • • • I ^nn^nJ 



hierauf (i) und zuletzt (5) anwendet. Unter der Voraussetzung des von 
Herm Camille Jordan herrtlhrenden Satzes muss die Substitution (5) 
so eingerichtet sein, dass (9) die Gestalt von (2) anniramt. ^ Da nun (2) 
nach /i-facher Wiederholung unzweifelhaft die identische Substitution 
liefert, so erkennt man leicht, dass, wenn eine Substitution (i) in die ka- 
nonische Gestalt (2) gebracht werden känn, auch umgekehrt (i) die Eigen- 
schaft haben muss, nach /x-facher Wiederholung die identische Substitu- 
tion zu erzeugen. Mithin folgt aus dem angeffthrten Satze des Herrn Ca- 
mille Jordan, dass eine Substitution (2) die genannte Eigenschaft hat 
öder nicht hat, je nachdem sie in die kanonische Gestalt (2) verwandelt 
werden känn öder nicht. 

Die nothwendigen und hinreichendén Bcdingungen daftlr, dass eine 
Substitution (i) nach /x-facher Wiederholung die identische Substitution 
erzeuge, kOnnen auf verschiedene Weise ausgedrtlcktr werden. Zu der 
Substitution (2) gehört die mit einer unbestimmten Grösse s gebildete 
charakteristische Determinante 

(ö>l — 5)(ö>2 — 5) . . . (ö>„ — S), 

und dieselbe ist ausserdem so beschaffen, dass alle ihre Elementartheiler 
von der ersten Ordnung sind, öder, was auf dasselbe hinauskommt, dass 
(Jer grösste gemeinsame Theiler aller partiellen Determinanten der {n — 1)^° 
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Ordnung, durch die Determinante dividirt, einen Bruch liefert, dessen 
Zähler coTistant ist, urid dessen Nenner nur verschiedene lineare Functionen 
von s als Factoren enthält. Sobald eine Substitution (i) in die kano- 
nische Form (2) gebracht werden känn, verwandelt sich die uiittelst der 
unbestirninten Grösse s aus (3) und (4) gébildete bilineare Form 

durch die Substitutionen (5) und (6) in die bilineare Form 



(12) 



O) 



^u^Wi + . . . + €o^u^w^ — s(u^Wi + . . . + U„W„)j 



Weshalb die zu (11) gehörende Determinante 



(13) 



a 



11 



a 



13 



a 



IR 



a 



21 



a 



23 



a 



2n 



a 



ni 



a 



n2 



a 



nn 



ebenfalls die angeftihrten Eigenschaften der obigen Determinante 

besitzt. Auch folgt unmittelbar aus den Principien der Abhandlung, in 
welcher Herr Weierstrass den Begriff der Elementartheiler eingeftlhrt 
hat, Zur Theorie der hilinearen und quadratischen Formen j (Monatsbericht 
der Berliner Akademie v. 18 Mai 1868, S. 314), dass, wenn die be- 
zeichneten Determinanten in ihren Elementartheilern tlbereinstimmen; die 
bilineare Form (11) in die Form (12) tfansformirt werden känn. Hier- 
nach ist es gestattet, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
daftir, dass die Substitution (i) nach /x-facher Wiederholung die identisché 
Substitution liefert, so auszusprechen, dass die Determinante (13) nur för 
solche Werthe von 5, die /£** Wurzeln der Einheit sind, verschwinde, und 
dass ihre sämmtlichen Elementartheiler von der ersten Ordnung seien/ 
Der zweiten Bedingung känn man nach einer oben gemachten Bemerkung 

* S. H. MiNKOWSKi, Vher den arithmdischen Begriff der Äequivalenz und iiher die 
endlichen Qruppen linearer gamzdhliger Substitutionen ^ Jourpal fUr Mathematik, Bd, 
100, S. 450. 



Beweis eioes Satzes aus der Theorie der Substitutiooen. 
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auch den Ausdruck geben, dass der grösste gemeinsame Theiler der 
sÄinmtlichen partiellen Determinanten der (n — 1)*®° Ordnung, durch die 
Deterniinante dividirt, gleich einem Bruche wird, dessen Zähler constant 
und dessen Nenner gleich einem Product aus linearen Functionen von 5 
ist, die alle unter einander verschieden sind. 

Die Kriterien fllr die in Rede stehende Eigenschaft einer Substitution 
von n Variabeln lassen sich, wie ich jetzt zeigen werde, in der zuletzt 
erw&hnten Fassung durch sehr einfache Betrachtungen zur Evidenz bringen, 
bei denen von der Zerlegung der rationalen ganzen Functionen einer Ver- 
änderlichen in Factoren des ersten Grades kein Gebrauch gemacht wird. 

Es möge eine gegebene Substitution (i) in /ji-facher Wiederholung 
zur Anwendung kommen, indeni man die nach einander einzuföhrenden 
Systeme von je n Variabeln mit Xf^j Pf^j y^^ ••., y**^ bezeichnet. Als- 
dann ergiebt das System (i) mit Benutzung einer unbestimmten Grösse 
s das System von Gleichungen 



(14) 



^i — syi = Oi^yi + Oi,«/, + . . . + a,.y, — sy^ 



a?» — ««/« = a^ijfi + a„,y» + • • • + ««,y» — sy„, 



und ebenso entsteht nach einander eine Reihe von Systemen, dessen erstes 
ich hinschreibe 



(15) 



h — syr = a,,rjT + «.,yi,'" + • • • + «,»^,'» — si^^ 



«/« — si^n = 0.1^1 '+ o„y/' + . . . + a„y 



(«) 



st/^ 



Wenn man nun das System (15) mit 5, die auf dasselbe folgenden bezie- 
hungsweise mit 5^ s', . . . , ^"^ multiplicirt, alle addirt, und die Ab- 
ktlrzung 



(16) 



?A = y» + syT + • . . + ^-'y\'' 
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einftthrt, so erhalt man das System von Gleicbungen 



07) 



X, 



^W = fln'?! + «ij7i + • • • + Ou?. 



STfjx 



^n — S^y»"' = ««l7l + ^niVi + • • • + 0.-5?» — Sljn- 



Ich mache jetzt die Voraussetzung, dass die Substitution (i) nach yu-facher 
Wiederholung die identische Substitution erzeuge, öder, dass, in den ein- 
gefohrten Bezeichnungen, die Gleichungen 



(i8) 



yi"' = x„ . . . , y</> = X, 



gelten. Dadurch wird aus (17) das System 



(19) 



(I 


S^) X, - (o„ - 


— sJT^i + o„iy, + .. . + 


Ou7« 


(I 


— S')Xn 


«nl7l + ««»7» + ••• + («-.»- 


- «)?»• 



Weil nun die n Verbindungen rjf^ nach (i6) gleich homogenen linearen 
Functionen der Variabeln y^, y^, . . . , y„ sind, welche folgendermassen 
ausgedrtlckt werden sollen, 



(20) 



v» = 9kiyi + gkiVi + • ■ • + ?»,yn, 



so känn durch das System (19) för ieden Werth von s, welcher den Aus- 
druck (5'' — i) nicht zum Verscbwinden bringt, nur diejenige Abhängig- 
keit der Variabeln a?i, x^^ ..., x^ von den Variabeln y^j y^, •••> ^n 
dargestellt werden, welche ursprttnglich in (i) ausgedrDckt ist; öder, wenn 
jede der Gleichungen in (19) durch (i — ^) dividirt wird, so mössen die 
auf der rechten Seite befindlichen homogenen linearen Functionen von 
yi> y^j •••> y» respective mit denjenigen identisch sein, die in (i) auf- 
treten. Wenn man daher die in (13) dargestellte Determinante mit ?(s), 
die zu dem System (20) gehörende Determinante | y^ | mit €i{s\ die zu 
der Substitution (i) gehörende | a;^^ | mit Ä bezeichnet, so folgt aus der 
hervorgehobenen tTbereinstimmung zwischen (i) und (19) die Gleichung 



(•20') 



4{i—^Y = §{s)a{s). 



Beweis eioes Satzes ans der Theorie der SabstitutioneD. 143 

Dic Determinante Ä muss wegen der Gleich ungen (i8) so beschaffen 
sein, dass 

(21) A^ = \ 

ist. Die Gleichung (20') zeigt, dass §(5) nur fQr solche Werthe von s 
verschwinden känn, die /£*• Wurzeln der Einheit sind, wie behauptet war, 
und giebt gleichzeitig an, wie die Detefrminante ä(ä) durch §{$) be- 
stimmt wird. 

Wenn man anpimmt, dass die Determinante 9{s) so gebildet werde, 
als ob die Elemente a^^ von einander unabhängig wären, so känn man 
die zu (13) gehörenden partiellen Determinanten der (n — i)**"^ Ordnung 
als partielle Differentialquotienten von S[s) nach den ai,j^ darstellen, und 
erh&lt aus (19) durch Auflösung ftlr die Verbindungen i^n ly^, . . . , iy» 
die AusdrQcke 

«i + -T — aJ^ + . . . + -T Xn 



(22) 



dobw dd^i 9a 



9{,) 



=i-(i-^) 



• «! + -T-^ «« + ...+ «« 

7- = 9(7) (I — ^)- 



Nach (16) sind die rjj, gleich homogenen linearen Functionen der Va- 
riabeln ^1, ^2, . . . , y», deren Coefficienten ganze Functionen der un- 
bestimmten Grösse s sind; sie verwandeln sich durch Anwendung von 
(i) in homogene lineare Functionen von x^ x^j . • . , rr», deren Coeffi- 
cienten ebenfalls ganze Functionen von s sind, Diese Coefficienten finden 
sich auf der rechten Seite von (22) individuell dargestellt. Mithin muss 
jeder der n' Ausdrllcke 

gleich einer ganzen Function von s sein. Es hat daher der grösste ge- 
meinsame Theiler der zu S{$) gehörenden partiellen Determinanten der 
(n — i)**" Ordnung die Eigenschaft, durch S{s) dividirt, und mit der 



1 44 R. Lipschitz. 

Function (i — ^)y die nur ungleiche Factoren enthftlt, multiplicirt, gleich 
einer ganzen Function von s zu sein, womit der zweite Theil dér Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Wenn umgekehrt eine Substitution (i) so beschaffen ist, dass die zu 
derselben gehörende Determinante S{s) die so eben erwahnten Eigen- 
scbaften besitzt, so lassen sich mit n unbeschränkt yeränderlichen Ele- 
menten Xij Xi\ ..., rr„, n AusdrQcke bilden, wie sie sich auf der techten 
Seite von (22) befinden, und dieselben sind nach den getrofFenen Vor- 
aussetzungen ganze Functioneii der unbestimmten Grö^e 5 vom (n — i)***" 
Grade, Dieselben mogen nach den Potenzen von s entwickelt, und wie 
in (16) bezeichnet werden. Dann folgt aus (22) das System (19), und 
wenn hier die Ausdrttcke (16) der -qj, eingesetzt werden, so erkennt man, 
dass wegen der Unbestimmtheit der Grösse 5 das System (i) öder (14), 
hierauf (15) gelten muss, und alle darauf folgenden beschriebéneri Sy- 
steme gelten mössen, und dass als letztes das System (18) besteht, Diese 
Erscheinungen drQcken aber -aus, dass (i) nach /i-facher Wiederholung 
die identische Substitution hervorbringt. Hiermit ist der Nachweis vollen- 
det, dass die aufgestellten Bedingungen nothwendig und hinreichend sind. 

Bonn d. 4. April 1887. 



/ 



14! 



DIE MINIMALFLÄCHEN 

MIT EINEM 

SYSTEM SPHÄRISCHER KROMMUNGSLINIEN 

VON 

HEEMANN DOBRINER 

In FRANKFURT a. H. 

» * 

In engem Anschluss an die in meiner letzten Abhandlung * be- 
nutzten Methoden lasst sich auch die Frage nach den Minimalflftchen er- 
ledigen, die ein System sphHrischer Krömmungslinien besitzen. Diese 
reprJlsentiren in gewissem Sinne nur einen Grenzfall der entsprechenden 
Flachen constanter Krömmung, und man hatte an den Entwickelungen 
der citirten Abhandlung verhältnissmässig nur geringe Veränderungen vor- 
zunehmen, um auch för die neuen Flächen die constituirenden Glei- 
ehungen zu finden. .Indessen gelangt man zu denselben schneller und 
erhält sie auch sofort in ihrer einfachsten Gestalt, wenn man sich, statt 
auf die Gleichungen (5) zuröckzugehn, der WEiERSTRASs'schen Formeln 
bedient. Die ^nwendung derselben ist in diesem Falle ermöglicht, wenn 
man die Krtlmmungsradien in ihrer Abhängigkeit von den Parametern 
der Krömmungslinien kennt. Ich werde daher der Kttrze wegen den 
Gäng, der zu den Ausdrtlcken fQr die Krtlmm ungsradien fQhrt, nur an- 
deuten, dann mit Hilfe der WEiERSTRASs'schen Formeln die Gleichungen 
der Fläche aufstellen und erst am Schluss die Gleichung der Kugel geben, 
auf welcher die Krömmungslinie v = Const. liegt. 



* Dieses Journal Bd. 9, p. 73 — 104. 

Aeta mmthematiea. 10. Imprimé le 16 Jnfn 1887. X9 
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Die Bedingung p^ -—^ — Pt"^ P ^^^ ^^^ Relationen 

f g y/p 

zur Folge, welche man an Stelle des Gleichungssystems (9) der weitern 
Untersuchung zu Grunde zu legen hat. Man findet dann zunächst die 
Gleichungen (14) wiederum in ihrer alten Gestalt, fOr i2cos^ eine im 
Vergleich mit (15) complicirte Formel, und schliesslich ftlr q^ und y, 
Differentialgleichungen, die ihrer Form nach nicht mit (20) sondern mit 
(25) zusammenfallen; dies kennzeichnet das vorliegende Problem zu einem 
Grenzfall des frtthern. Ersetzt man in (25) 

p^ durch ig^j p^ durch y, und u durch it;, 

'80 erhalt man die Gleichungen ftlr g^ und g^. Ihre expliciten Aus- 
dröcke in v gehn durch diesclben Vertausch ungen aus (33) hervor, mit- 
hin ist auch das System der ly m, n wesentlich identisch mit dem der 
Xj fx, u. Bezeichnen A', /i', p' die Ausdrt\cke, in welche A, /i, j^ ttbergehn, 
wenn man in (49) u durch iv ersetzt, so ist 

h = /iif ^n, = j^;, nj, = a;. (a.1.2.8) 

Hinsichtlich der Quantitäten p^ und p^y sowie öberhaupt hinsichtlich aller 
von dem Parameter u abhängigen Grössen behalten die frOhern Resul- 
tåte unverändert Geltung. 



Nun vvar (p. 102) 






und darin (p. 103) 



du^ 



wenn för den Factor -7-^ sein Werth aus (30) gesetzt wird. Mithin ist 

>JP = P = — v 3' ' 



Die MiDimalfläohen mit einem System sphärisoher KrttmmuDgsliDieD. 
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Die drei Sutnmen Jl^ lassen sich mit Hilfe der Thetafonnel : ^ 



25 



X + y + z 



(A-l,»,«) 



durch je ein Thetaprodukt wiedergeben, so dass man fttr yjp den ein« 
fachen Ausdruck: 



(") 



,- i»l{a) e%,{iT + a)»,,{iT, - a) + e "'»..[a — a)»,,{a, + a) 

>JP = '-r 



\/8»n{2a) 



*ii(^)*ii(<yi) 



erhält, wenn man abkörzend 



a = 



(b) 



Mj + Vj ^8 U + tv 

2 ""dii^^i 



W, — V^ ^8 U — iv 

^ 2 d{,' 2 



setzt. 



Benutzt man ferner die Bezeichnungen 



(c) 



r = w, + v, 



r, = — w, + v, = 






und setzt 



(d) 



#„(<r •— a) 
*n(<ri + a) 



= t, 



= tv 



80 wird 






e^'^>;.é>..(2a)^!,(g.) . 



^ Man erhält dieselbe durch Subtraction aus zwei von Ja(X>bi angegebeoeo Formeln 
(Wcrko, Bd. I, p. 5^7 (3) uad (4)); sie ist ein speciellor Fall der allgemeinen Formel, 
die Herr Prym die RiEMANN^sche The(aformel genann t hat. 
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und 

Die Grössen t, t^ sowie o, <t, und r, r, sind för reelle Werthe der Va- 
riabeln u und v conjugirt complex, wenn man die Constante a als rein 
imaginär voraussetzt. 

Von einem Ausdrucke fQr den KrQmmungsradius, der sich von dem 
obigen nur durch einen constanten Faktor unterscheidet, ausgehend, leitet 
Enkepkr* die WEiBBSTRASs'schen Gleichungen fOr die Coordinaten eines 
Punktes der Minimalfläche ab. Hier erscheinen sic in der Form: 



/t(' -'')>' 






i + o4->, 



dt 



wenn^ man durch das vorgesetzte B, den reellen Teil des nachfolgenden 
Integrals bezeichnet. Es ist also: 

und nach der Integration: 

p 2^},(«) e^<>,.(g + 2a) + e-'-^„(g — 2a) 

_ p 2jf.(a) e^g„(g + 2a) — ^-'^»(g — 2a) 
-^ fi%(2a)' 2i*,.(g) .' 

,^ p 2«>;.(a) ^>..(2a)r dlog^„(g) d'log>?.,(a )-| 

«**,(2a)' #;. I. dff '^ da' J • 



' Zeitschrift fttr Mathematik und Pbysik, Bd. 9, p. 103— 107. 



Die Mioimalflächco mit einem System sphärischer KrttmmuDgsliDieii. 

oder, wenn man noch die reelle Constante 

- • 

«*J,(2a) 
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2»\M 



mit C 



bezeichnet: 



(e) 



2», la) "^ 



— 2a) + e~^»d,i(<ri + 2a) 



ri ö^^^uC^ + 2a) — e~-^d,i(^ — 2a) «^»dii(<Ti — 2a) — e^^^^nC^Tj + 2a) 



2t*u(^) 



2i*ii(^i) 



,, _ l»u(2a) \ »\M»n{^.)-»n{^)»'n{^^) ,^ dMogg„(a) 1 

*n L K{o)»nM ""^ da' y 



Ich gehe dazu tlber die <jleichung der Kugel aufzustellen, auf der 
die Krtlmmungslinie v = Const. liegt. 
Man setze 



und 



^[*;.(^)«n(^>) - #..(^)*u(«T.)] = A, 



so dass 



A = c»Må,Mz, 



wird. Dann ist 



C'#?,(<T)é>?,(«r.)(x» + y» + 4r?) 
= *„(<T)*„(<T,)[e'"*n(<r+ 2o)*„(<T, — 2a) + e-"''#„(<r — 2a)*„(<r, + 2«)] 

+ A» + *?,(<Tj)#„(<7 + 2a)»y^{tT— 2a) + *?,(<r)*i,(<T, — 2o)#„(<r, + 20). 

Nun stellt die Determinante A eine gerade Ö-Function zweiter Ordnung 

mit der Characteristik (o) in Bezug auf das Argument — dar; sie lässt 

sich daher durch zwei besondere, von einander unabhängige Ö-Func- 
tionen gleicher Art linear ausdrlleken. Wir wfthlen die beiden Dar* 
stellungen: 

■ == A By,{a + 2a)*„(<'i — 2a) + 5*„(<T)*„(<r,) 
= AAiio— 2a)*,i(<r, + 2a) + B,*u(ff)«n(<'i)» 



150 



Hermann DobriDer. 



und bestiinmen die Coefficienten A und Ä^j indem wir a^ 
setzen, und die Coefficienten Bj B^j indem wir tr^ = + 2a, tr 
annehinen. 

Wir finden 



+ M^)»nW #;.*..(«. + 2a) 



= o, (T = V^ 



+ »iMM^i) 



^n(Vi — 2a)dii(2a) + &u(^i — 2a)9n{2a) 

*'ii*ii(Vi — 2a) 



und daraus: 



\ 



(O 



ö''«*i,(^ + 2a)»,,{(r, — 


2a) + e-«»«du(^ — 


2a)#ii(^i 


+ 2a) 




*n(^)*n(^i) 






^. ^^'»^ilCt'! 


+ 2a) — e-2'«d|,(vi 


— 2a) 




O^j 


*u(t^i) 






*„(2a) e«'.*;,(t?, 


+ 2a) — e-^^^^IiCvi 


— 2a) 




*u 


*u(V|) 






, *;,(2a) e^^^»n{v, 


, + 2a) + e-^^^^uCvi 


— 2a) 






*n(t^i) 







A' ist eine gerade Ö-Function vierter Ordnung, die wir linear durch drei 
von einander unabh&ngige Thetaproducte darstellen können. Setzen wir 
die Gleichung in der Form 

A^ = A,[9\Mi^,,{tT + 2a)»,,[a— 2a) + B\,{a)Bn{<T, + 2a)B,,{a, — 2a)] 

+ B,»M»nM£^ + CMa)»lM 
an und entwickeln, indem wir tr^ = c — v setzen, beide Seiten nach Po- 
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tenzen von ö*, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten von 



(Ty (T j (7 1 



J, == — I , 



«,= 



c\ = 



2d„(2a) dlogd„(i;.) 



»n 



dv. 



d;j(2a) — 9^^{2a)»\[{2a) , *„(Vi + 2a)*u(vi — 2a) 






+ 



&\v,) 



+ 



«U2a) *u«;!(t;.)-2*;,*,.(i;.)*;;(i..) + *;;'%(»■) 



•y.! 



n».) 



_ 2j>;.^;!(2a) - 2»[Ai{2a)K(2a) + C^?.(2a) %(2«)^'u(t>.) 



Mithin ist: 



(g) 



A* + SU<T,)&y,{<r + 2«).9„(«T— 2a) + *?,(*t)#„(<'. + 2o)«„(*t, — 2a) 

= *M.)*M.0[^-^^^|?f^cv, + C,]. 

Die Gleichung der Kugel erhftlt man nun, wenn man (f) und (g) be- 
röcksichtigt, in folgender Gestalt: 



i^) 



c\x' + ,/') + {cz + vy = w, 



(i) 



^^ »>..(2a) d'logé>.,(a) ^. ^.,(2a) dlog#,.(t;,) 
#',, da* ' d'„ d», 

«"»*u(wi + 2a) — e-»**ö„(t>, — 2a) 



w 



_ [»n(2 



29„{v,) 
d„(2a) dlog^„(t;,) e'»«d„(t>, + 2a) — e-»'«d„(i;, — 2a)l' 



du, 



+ 



2*ii(Vi) 



] 



*?i(2o)d;;(v,) *„(2a) «"«*;,(», + 2a) — e-^^^^dCi;, — 2a) 



*.!*..(».) 



*;. 



*u(».) 



^,'i(2a) e'"'^ii(Pi + 2a) + 6-**'#ii(i;. — 20) 



+ 



2«s>;.ty;!(2ffl) — 2>>;.#„(2a)>y;(2a) + c^?.(2a) 
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Die Krtlramungslinien v^ = Const. liegen also sftmmtlich auf Kugeln, dié 
ihre Mittelpunkte auf der ^-Axe haben. Die Curven t;^ = o, + 2;ri, 
± 4;ri, ... bilden insofern Ausnahmen, als ihre osculirenden Kugeln in 
Ebenen degeneriren, die der xy-Ehene parallel sind. Man känn tibrigens 
leicht nachweisen, dass diese Curven alle einander ähnlich sind. 

Die Krtlminungslinien w = o, ± 201, +401,.., sind gleichfalls plan 
und zwar in Ebenen gelegen, welche durch die z-Axe gehn. Sie zer- 
legen die Minimalfläche in congruente Teile, von denen jeder mit dem 
benachbarten Teilstöcke zur Deckung gelangt, wenn man die ganze Flache 
um die z-Axe dreht und zwar um den Winkel 

. , 2t*;/a) 
?»n(a) 

worin (o der Period icitatsmodul der i9-Functionen ist. 
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SUR CERTAINES OPERATIONS 

FONCTIONNELLES 

REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES 

S. PINCHEELE 

å BOLOGNE. 

Le present travail a pour objet cfesquisser quelques pointg de la 
théorie des expressions propres ä represen ter des fonctions analytiques et 
données sous forme d^intégrales définies. Je me borne ici aux expres- 
sions de la forme 

fÄ{x, y)(p{y)dy, 

oii Tintégrale est prise le long d'une ligfie quelconque du plan y. Je 
me place ä un point de vue qui n'est pas sans précédents,^ mais qui, 
a ce que je crois, n'a pas encore été abordé d*une maniére générale. Je 
considére en effet Texpression ci-dessus comme un algorithme appliqué au 
sujet variable ^(y) et dont los propriétés essentielles dépendent de la 
fonction A{Xy y). Ces propriétés sont de deux sortes, formelies et effec- 
tives, et bien que la démarcatiön entré elles ne soit pas toujours nette- 
mcnt tranchée, je m'en occuperai séparément dans les deux parties de 
ce mémoire. 



^ y. å ce suget une coarte notice historique placde co tete de mon mémoire Sapra 
alcune operazioni futtzionaU. Memorie dell* Accad. di Bologoa, S. IV, T. .VII, 
1886. 

Acta tnathfmatica. 10. Imprltné le O Juin 1887. 20 
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I. 

1. Soit A{Xy y) iine fonction analytique de deux variables. D^aprés 
la definition de M. Weierstrass, cette fonction est rcguliére dans le do- 
maine d'une couple de valeurs {x^y y^) quand ello est développable, sous 
les conditions 

\x — x,\<d, \y — iu\ <^^ 

en une serie de puissances entiéres et positives de x — ^r^, y — y^. La 
fonction A{Xj y) pourra d^ailleurs avoir des singularités quelconques, et 
chaque point jj, pris dans le plan y, déterininera dans le plan x le sy- 
stéme, correspondant a y, des singularités de la fonction A{X'^ y). 

Soit I une ligne, définie analytiquement, et ayant une longueur finie 
et déterminée, tracée dans le plan y. Si Ton fait varier y le long de 
cette ligne, les singularités correspondante décrivent dans le plan rr, 
certains lieux géométriques correspondants ä /; {couptires, selon Texpres- 
sion de M" Hermite et Goursat). Dans les cas les plus communs, ces 
coupures soilt des lignes, mais elles peuvent étre aussi des points ou des 
aires. J'indiquerai par T^ un champ connexe, pris dans le plan Xy et 
tel que les coupures correspondant ä I n'aient aucun point. cornmun 
avec T^. 

2. Cela pose: 

A. }!)Si f>{y) est une fonction a une seule valeur, finie et continue, 
arbitrairenient donnée pour les points de la ligne 7, Texpression 

(O fA^, y)v{v)dy 

OU Tintégration est faite le long de la ligne i, représente, a Tintérieur 
du champ T,, une fonction analytique et monogéne ^ de xj> 

Prenons en effet un point quelconque x^ a Tintérieur de 1\. Du 
point x^ comme centre, décrivons un cercle (cercle r) avec un rayon r 
au plus egal a la limite inférieure des distances de x^ aux coupures cor- 
respondant a /. Pour tout point y de la ligne /, la fonction A{x, y) est 
réguliére pour les valeurs de x comprises dans un cercle de centre x^ et 

^ Dans le scds adopté par M*^ Weierstrass et Mittag-Leffler. 
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de rayon au moins egal å r; elle peut par conséquent se développer en 
une serie de puissances de x — x^y doiit les coefficiente sont des fonctions 
de y réguliéres en chaque point de /. Si donc Ton pose 



OCi 



(2) A{x, y) = i;/"Xx„, y){x — j;)", 

on aura 

011 M est une quantité positive au moins égale a la limite des niodules 
de A{xy y) pour x intérieur au cercle r et y pris 1^ long de la ligne 
Z, et r' est un nombre positif moindre que r. Pour les couples de va- 
leurs de Xj y prises comme on vient de le dire, la séric (2) est donc 
convergente absolument et uniformément; on peut la multiplier par 
^{y)dy et intégrer le long de Z, et il vient: 

Jå{x, y)<p{y)(ltf - 2:(.c — r^YfA^-ix^, y)f{y)dy. 

I/expression (i) équivaut donc, a Tintérieur du cercle r, a une serie con- 
vergente de puissances entiéres et positives de x — x^j et représente par 
conséquent une fonction analytique, c. q. f. d/ * , 

3. Il est clair que la fonction ainsi définie peut étre continuée ana- 
lytiquement de proche en proche pour tout Tintérieur du champ 2',, et 
qu'elle représente par conséquent, a Tintérieur de ce charap, une seule et 
méme fonction f{x) monogéne. Toutefois, si Ton considcre un champ T^ 
satisfaisant aux mémes hy pot heses que T,, mais tel que Von ne puisse 
passer de T^ a T^ sans tra verser les coupures, la méme expression (i) 
representera en general dans les deux champs deiix fonctions analytiques 
différentes. 



' Ce théoréme, sous des hypothéscs différcDtcs et pour y réel, se trouvc déiDODlr<$ 
dans \Habilitationsschrift du jeunc et regrctté gc^omötre L. Sche£FF£R; ud théorémc sem- 
blable est admis aussi par M. Goursat au debut de son beau mémoire Sur une classe de 
fonctions représeniées par des intégrales définies (ce journal T. 2). J*ai cru dcvoir reprcndrc 
ce thöoréme, d'abord parce quil est fondamental pour ce qui va suivre, ensuite parce que 
la demonstration que jen donne, faite au point de vue de M. Weterstrabh, est toute 
différente de celle de Sche£FFER, fondée sur le conc^t de fonction de variable complexe 
selon Cauchy et RrEMANX. 
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4. Urie demonstration tout-a-fait semblable servirait a prouver leB 
deux propositions suivantes: 

B. 3)Dans le champ T,, la dérivée de la fonction f\x) 8'obtient en 
dérivant sous le signe.D 

C. DUexpression 

ffA[x, y)B{jf, t)if{t)dydt, 

« 

8OU8 des hypothéses analogues et dans un champ T, défini comme ci- 
dessus^ représente une fonction analytique de x\ et sous les mémes hy- 
pothéses, on peut intervertir Tordre des intégrations.D 

5. On pourrait aisément rendre moins restrictives les hypothéses 
faites sur la fonction f{y)j mais cela n'est pas nécessaire pour le but de 
ce travail. Au contraire, je supposerai dorénavant que ^{y) soit une 
fonction analytique de la variable y> réguliére pour tous les points de 
la ligne 1. 

6. Si Ton pose 

f\x) =fA{x, y)ip{y)chj, 

ou X est pris datis le champ T^, on peut regarder -4 (o?, y) comme une 
fonction donnée, fixe, tandis que ^(y) pourra varier, tout en restant 
comprise en certaines classes déterminées.- Je regarderai Texpression (i) 
comme un algorithme ou une operation fonctionnelle exécutée sur la fonc- 
tion f>(y). La nature de cette operation dépend surtout de la fonction 
A{Xy y), que j'appellerai fonction caractéristique de Talgorithme. 

La fonction caractéristique et la ligne d'intégration restant £xées, la 
relation entré ip{y) et f{x) peut sécrire d'une fac^on abrégée: 

(3) M = Ä{^). 

Lorsque la fonction jp(y) varie, sans cesser d'appartenir ä une cert^ine 
classe déterminée, la fonction f[x) varie d'une fa9on correspondante, en 
restant comprise dans certaines classes déterminées par la relation (3). 
Cette relation peut donc servir a exprimer, non seulement une dépen- 
dance entré les deux fonctions /" et ^, mais encore une correspondance 
entré deux classes de fonctions analytiques. Pour en donner un exemple, 
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il suffit de rappeler la transformation de Laplace, qui n^est autre 
chose qu'une correspondance de cette espece, et dont M. Poincaré a 
tout récemment renouvelé Tufi^ge d'une fa9on si efficace, dans Tétude 
des intégrales irréguliéres des équations difFérentielles linéaires.^ 

7. Remarquons une fois pour toutes que pour chaque ligne d*in- 
tégration Z, il existe en general des fonctions analytiques telles que 

(4) fmdy = o. 



J'indique ces fonctions par ö><(y). 
La fonction 



a){x, y) ^Ta^{x)a)i{ij) 



f=i 



oii les foitctions ai{x) sont arbitraires, satisfait pareillement ä Téquation 
(4) quel que soit n et méme pour n = co si la serie est intégrable terme 
a terme. (Il suffit pour cela quelle soit convergente uniformément ou 
qu'elle satisfasse ä Tautre condition moins restrictive récemment donnée 
par M. Arzelå'). 

8. L'un des problémes les plus importants qui se présentent dans 
Tétude de la correspondance définie par la relation (3), est le suivant: 

DEtant données la fonction caractéristique -4(.r, y), la ligne d*inté- 
gration Z, et une fonction f{x) dans le champ T^,, déterminer la fonc- 
tion f (y).» 

Ce probléme, qu on a appelé Dinversion des intégrales définies»,* et qui 
se présente fréquemment en Physique mathématique et notamment dans 
la théorie du potentiel, a été traité dans de nombreux cas particuliers, 
mais il n'est pas ä ma connaissance qu'il en ait été fait* une étude gé- 
nérale. Pour Thistorique de la question, je renvoie a mon mémoire déja 
cité, publié par VAcadémie de Bologne. 



^ American Journal of Mathematics, T. 7. — Acta Mathematica, T. 8. 

' Rendioonti della R. Accademia del Liocei, 1885. 

' Laurent, Sur le calcul inverse des intégrales (léfinies. Journal de Mathém., 
S. III, T. IV. Dans ce mémoire le probléme est énoncé en general, mais la solution 
n'en est donnée que pour deux cas particuliers. 
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ReiiuirquoiL^, en passunt, cjue dans la pliipart des eas, le problcnie 
du développement d'une fonction en série de fonctions données, se ra- 
méne ä une question d'inversion d^intégrales déiinles. 

Le probléme d^inversion équivaut a la recherche de Topération 
inverse de Ä{^). D'aprés le § 7, cette operation sera en general niulti- 
forme; or, je me propose d^étudier le cas oii Tune des déterminations de 
cette operation inverse peut se représenter par un algorithme de la méme 
espéce que A{p). En d^autres ter mes, je m*occuperai du cas ou il 
existe une fonction A(y, t), et une ligne d'intégration ?, telles que Ton 
ait (au moins pour certaines classes de fonctions jr et f): 

A 

comme conséquence de 

En ce cas, le probléme d'inversion revient a la recherche de la fonction 
A(y> t\ que j'appellerai fonction réciproque de A{x, y)- 

Je ferai précéder cette recherche des considérations suivantes. 

9. Soient deux operations -4, B dcfinies par les fonctions carac- 
téristiques A{Xy y)^ B{y, t). Si Von exécute sur une fonction ^, d'abord 
Topération 5, puis Topération A sur le resultat obtenu, cette double 
operation pourra s^appeler le produit des deux operations Aj Bj et on 
pourra Findiquer par 

On doit toujours supposer vérifiées les conditions sous lesquelles ces ope- 
rations ont une signification déterminée, p. ex. les conditions suftisäntes 
énoncées au § 2. Je n'insisterai donc pas ici sur ces conditions, d'autant 
plus qu*il ne slagit pour le moment que du cöté fornid de la question. 
On a, en indiquant par V la ligne d'intégration dans le plan t: 

Ali{<f) =fA{x, y)fB{j,, t)<f{t)dt(hi 

i I' 

que Ton peut écrire (§ 4, C) 

ffA{x, y)B{y, t)(Iy^{t)dt; 



« 
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d'ou il suit que Topération AB{^) est de la méme nature que -4 (jr), 
et a pour fonction caractéristique 

fA{x, y)B(tf, f)dy. 

On définirait de méme le produit de trois ou d'un nombre queleonque 
d'opération8 de la méme nature que A. 

10. Le produit des operations -4, tel qu'on vient de le définir, 
satisfait aux lois distributives et associatives. Cela se vérifie sans diffi- 
culté. Maia le produit de deux operations A ne satisfait pas, en general, 
a la loi commutative. 

11. Si A(y, <) est la fonction réciproque de A[x^ y) on aura 

c'est-a-dire la fonction 

^{^'y O =fA{x, y)k{y, t)dy 

est tel le, quau moins pour certaines classes de fonctions ^ et certaines 
portions du plan x convenablement choisies, on a 

(5) IKf) = f- 

Telle est par exemple, pour les fonctions ^ réguliéres dans une aire 
limitée par une courbe fermée, la fonction 

12. Avant d'aller plus loin, il nous faut examiner une espéce par- 
ticuliére d'opérations (3): ce sont celles qui conservent la dérivaiion; c'est- 
a-dire (en indiquant les dérivées par des accents) telles que Ton ait: 

(6) A{^) = f, A{f) == f. 

On peut faire sur ces operations les remarques suivantes: 

a. Les fonctions U t^Ues que (5) conservent la dérivation. 

b. Si une operation A conserve la dérivation, sa réciproque A la 
conserve aussi. 

c. Si une operation A conserve la dérivation, les fonctions -4(.v*) 
ne sont autre chose que les polynömes de M. Appell.* 

* Sur une classe de polynönies. (Annales de 1 Ecole Normale superi eare, 1880.) 
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En effet, d^nprés Thypothése (6), lopération A appliquée a une 
constante donnera une constante; appliquée a y, elle donnera donc une 
fonction linéaire en X] appliquée a y", elle donnera un polynöme de 
degré n en x. De plus, par la méme hypothése (6), si Ton pose 

A{y^) = a,{x) 
on a 

^=n^(y-') = «o._,(a:), 

ce qui est précisément la definition des polynömes de M. Appell. 

d. Réciproquement, si une operation A est telle que les fonctions 
A^y"") constituent un systeme de polynömes de M. Appell, cette opera- 
tion conserve la dérivation, au moins pour les series de puissances. Cela 
se vérifie aisément. 

13. Le produit de deux operations qui conservent la dérivation 
jouit de la méme propriété. En effet, si les operations ^ et B conser- 
vent la dérivation, on a d'aprés ce qui précéde: 

(7) A{r) = a,x^ + na,x^-' + Qa,^"""' + ... + «„, 

(7') 5(i^") --= Ä^" + nA^P"-' + ("yja;"-" + . . . + y9„; 

or, förmans 

AB{r) =ffÄ(x, y)B(if, t)t''dtdy, 

r i 

on aura 

AB[f) =Ja{x, ?/)[ä?/" + nj9,r-' + (2)^?/"-' + . . . + ^YJ. 

d'ou 

AB{r) = ftodnioo) + np,a,^,{x) + . . . + p,a,. 

Mais ceci est encore ign des systémes de polynömes en question, et pré- 
cisément celui que M. Appell indique par {AB\\^ doii suit que Topé- 
ration ABy au moins formellement et pour les series de puissances, con- 
serve encore la dérivation. 

• 

* Loc. cit., 8 3. 
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14. Il résulte de ce qui précéde que la recherche de la fonction 
réciproque d'une fonction A{Xy y) qui congerve la dérivation, pour une 
ligne d'intégration donnéfe, dépend de la recherche des polynömes que 
M. Appell nomme inverses des polynömes a^{x): or comme on peut 
toujours construire ces polynömes inverses, il s'ensuit que Ton peut, au 
moins formellement, intervertir Topération A, 

15. Cherchons la forme générale des fonctions A{Xj y) qui con- 
servent la dérivation. A cet efFet, soit ' 



M^,y)='-^-, 



on aura, par hypothése, 



(8) 



I 



Intégrons par parties la premiére de c^s équations, et nous aurons: 

f{x) = \A{x, y)ip{y)\—JA{x, y)f>'{y)dy. 



Or supposons que Ton ait: 



(9) 



il vient 



[A{x, yMy)l=o, 



f[x) = —jA{xy y)9>'{y)dy; 



d'ou, en dérivant sous le signe et en tenant compte de la seconde des 
équations (8), on a: 



(10) 




dA(x, y) ,IA{ 



dX 



^^)9'{y)dy = 



O. 



Åeta matKematiea. 10. Imprimé U 6 Join 1887. 
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Cette équation est satisfaite quelle que soit la fonction f si Ton prend 

d'ou 

pil ^ est une fonction arbitraire. 

16. Revenens maintenant ä la question générale que nous avons 
posée au § 8, c*est a dire a la détermination de la fonction réciproque 
d'une fonction quelconque Ä{Xy y). Je remarque que ce probléme, et 
par suite celui de Tin version d'une intégrale définie de la forrae (i), 
sera formellement résolu si Ton pourra déterminer une fonction fi(y, /) 
telle que le produit AB conserve la dérivation. En eflfet, il suffira alors 
de déterminer la fonction C{xj y), réciproque de la fonction caractéristique 
de Topération AB^ ce qui est possible d'aprés le § 14; on aura donc 

et puisque les operations (3) obéissent a la loi associative, on aura, 

Notre probléme est donc ramené a la recherche de la fonction 
J9(y, t), S'il est possible, il admettra en general une.infinité de solutions. 

17. Posons a cet eflfet: 

il suffira que la fonction É{Xj t) sätisfasse ä Téquation aux limites (9) 
et ä Téquation 

f \ dE . dE C/^Aj. . jdB\, 

t 

Or, si noufr indiquöus, comme au § 7, les fonctions dont Tintégrale 
est nuUe le long de la ligne d'intégration par ö><(y), Téquation précé^ 
dente équivaut a 

!£^)B(y, t)+'.^A{x, y) = I:a.(^. t)a>,{y) 
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oii les A< sont des fonctions arbitraires. On résout facilerrient cette équa- 
tion linéaire du premier ordre en B; mais Tintégrale dépend de Xy y et 
ty tandis que B ne doit contenir que y et t. On devra donc déterminer 
les fonctions arbitraires Xi et la fonction arbitraire anienée par Tintégra- 

tion, en sorte que Ton ait — = o et que Téquation aux limites soit sa- 

tisfaite. Si cela est possible, le probléme est résolu. 

Comme on Ta déja remarqué å priori, lorsque le probléme est pos- 
sible, B contiendra encore des fonctions arbitraires méme apres qu'on 
aura satisfait aux conditions ci-dessus. En effet, lorsqu*on a trouvé une 
fonction B, on peut en déduire une infinité d'autres. Une détermina- 
tion spéciale des fonctions arbitraires nous donnera (§ 14) la fonction 
réciproque de A(Xy y). 

18. Le procédé que je viens d^indiquer pour résoudre le probléme 
de rin version des intégrales définies, est assez long dans la pratique; 
toutefois il peut étre simplifié selon les formes particuliéres des fonctions 
caractéristiques et des lignes d'intégration. 

Voici quelques reraarques qui peuvent servir ä Tabréger dans cer- 
tains cas particuliers: v. 

a. Si une operation A peut s'écrire sous forme de produit de deux 

autres opération&r 

A-=MN, . . 

et que Topération M conserve la dérivation, il suffira que NB conserve 
la dérivation pour qu'il en soit de méme åe AB. Gette remarqué pourra, 
dans certains cas, simplifier la recherche de la fonction B. 

b. Si la fonction A{Xy y) est de la forme M{Xy y)f>{y) et admet 

pour fonction réciproque 5(y, <), la fonction M{Xj y) aura pour fonc- 

B{y, t) 
tion réciproque — 7^- 

c. Si la fonction A{Xy y) admet pour fonction réciproque J9(y, t)y 

la fonction — ^ ' ' admet pour fonction réciproque /'J9(y, <)rfy, sous la 

condition que Téquation aux limites soit satisfaite; on trouve un resultat 
analogue pour les dérivées partielies d'ordre supérieur par rapport a y 
de la fonction A{Xy y). 
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19. Pour le moment, je me bornerai a examiner un seul cas par- 
ticulier du probléme précédent: celui oii les fonctions A et B vérifient 
Téquation 

Si de telles fonctions existent, Téquation .(i i) sera satisfaite, quelle 
que soit la ligne d'intégration. Or Téquation (12) peut 8'écrire: 

^Ä{x,.y) dBjy, i) 

dz dt 



A{x, y) B{y, t) ' 

mais ici le second merabre ne contient pas x; il faudra donc qu'il en 
goit de méme du premier, qui devra par conséquent étre une fonction 
,de y seulement. On aura donc: 

~log^(a:, y) = f{y), 

d'ou, en indiquant par xiv) ^^^ fonction arbitraire: 

(13) • Ä{x,y)=x{y)e'^''\ 



Il en résulte 



j^lozB(j,,t)=^-f{y) 



et par conséquent 

(14) 5(y, t) = T{y)e-'f^'\ 

ou r(y) est encore une fonction arbitraire. Comme on Ta vu plus haut 
(§ ^7)? pour une détermination spéciale de cette fonction r(y); on ob- 
tiendra la fonction A(y, t) réciproque de Ä{xj y). Cette détermination 
dépendra de /"(y), de x{y) ^t des lignes d'intégration. 

20. La transformation de Laplacb, celle d^AsEL, la transformation 
analogue 



/^>(*)f 



ou rintégration est étendue a un contour fermé et qui est si uti le pour 
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la generation de fonctions trascendantes entiéres/ ne sont que des caB 
particuliers de la transformation dont la fonction caractéristique a la 
forme (13). Ces operations fonctionnelles s'appliquent, comme on sait,' 
soit a la transformation de oertaines équations diflférentielles en d^autres, 
söit a la transformation de oertaines classes d'équations difFérentielles Ii* 
néaires en équations linéaires aux difiPérences finies. 

On trouve dans les oeuvres de Riemann (p. 1 40) la solution du pro- 
bléme d^inversion d'une intégrale définie, dont la fonction caractéristique 
présente un cas particulier de la forme (13). Riemann, sous la condition 
que Véquation aux limites soit vérifiée, obtient en eflfet, Vexpression réci- 
proque de 

SOUS la forme 

9^{y) =fyr{t)dt, 

ce qui peut parfaitement se déduire des formules précédentes. 



2 1 . J'ai montré aux §§ i et 2 que Texpression 

(i) A{^) =fA{x, y)ip{y)dy 

t 

représente, dans tout champ connexe qui n'a aucun point commun avec 
les coupures correspondant ä la ligne I, une fonction ou branche de 
fonction analytique monogéne, Jai considére Texpression -4 (fp) comme 

^ V. mon mémoire déjå oité. (Mem. delT Aocad. di Bologna, S. IV^ 
T. VII, §§ 24 et suiv.) 

* Pour 1^8 applications récentes de ces traosformatiODS, v. surtout les mémoires, 
déjå cités, de M. Poincaré; et eooore Hj. Mellin, Zur Tkeorie der Oammafunciioii^ 
§ 12 (Acta Mathematica, T. 8), et Vber einen Zusammenhang zwischen geivissen li- 
nearen Differential' und Differenzengleichungen (Ibid. T. 9), aiosi que ma note insérée aux 
BendicoDti del R. Istitato Lombardo, juio 1886. 
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iine operation appliquée au sujet f\ et j'ai indiqtié une ^nétbode pour la 
résolvrtion) au moins formelle, de Téquation 

oti jr 6* une fonction inconnue: ce qui revient a la recherdie de 
Topération A réciproque de -4, telle que 

Je me propose maintenant de donner les propriétég, uon plus seulement 
formelles, maié effectives de lopération A\ je seriai toutefois forcé de me 
borner, pour le moment, au cas ou la ligne d'intégration est fermée, et 
plus particuliéremfent au cas ou elk se réduit a une circonférence quel- 
conque du plan y. Pour abréger, j'indiquerai par (a, p) une circon- 
férence de centre y = a et de rayon p. 

La fonction caractéristique Ä{Xy y) sera aussi soumise a quelques 
restrictions. Je supposerai que les points singuliers de cette fonction 
soient les couples de valeurs qui vérifient Téquation algébrique de degré m 

(2) f{^, y) = o; 

je supposerai encore que -4 (re, y) soit une fonction uniforme, et soit nuUe 
du I®' ordre pour y = cx), sauf pour un nombre fini de valeurs de x\ 
mais ces deux derniéres restrictions seraient faciles ä lever par des mé- 
thodes connues. 

22. Examinons d'abord de plus prés les coupures correspondant 
ä la circonférence (a, p).^ Pour chaque point x du plan x^ Téquation 
(2) donne m valeurs pour y — a; nous pourrons figurer les modules de 
ces valeurs par des ordonnées élevées au point x perpendiculairement au 
plan X. Le lieu des extrémités de ces ordonnées sera une surface 5«, 
formée en general de plusieurs näppes; ces näppes peuvent, en certains 
cas, se recouvrir en tout ou en partie, ou se rencontrer suivant des lignes 
ou en des points singuliers de la surface. 

Si Ton coupe la surface 8^ par un plan tv paralléle au plan des 
:r et a la distance p^ la section se projette en vraie grandeur sur le plan 

* Cfr. moD mémoiro Sludi sopra alcune operaziani funzionaliy § 33. Metn. delU 
B. Accad. delle Soiense di Bologoa, 8. IV, T. VII, 1886. 
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X en une courbe G^j lieu des pointg pour leaquels au moins une des So- 
lutions de Téquation (2) vérifie la coudition 

|y — a| = ^. 

Or, les ordonnées élevées au plan x jusqu^ä la rencontre du plan 
sécant w pourront, pour certaines regions du plan Xj ne rencontrer aucun 
point de la surface 5^; pour d'autre8 regions, elles rencontreront une, 
deux, . . . , m näppes de la surface ; et ces diverses regions du plan x , con- 
nexes ou non, seront séparées Tune de Tautre par des branches de la 

courbe C^. J^indiquerai par 

-E<(a, p), (i-o,i,«,...,iii) 

la region du plan x telle que Tordonnée élevée en Tun de ses points 
ju8qu'a la rencontre du plan w rencontre i näppes (distinctes ou colnci- 
dentes) de la surface S^] en sorte que pour tout point de -B<(a, p)j i 
racines de Téquation (2) vérifient Tinégalité 

|y — a|</>. 

23. Je vais maintenant étudier plus en détail Topération A{^)y en 
commen9ant par le cas ou la variable x est prise a Tintérieur du cbamp 
que je viens d'indiquer par i5„(a, p). Pour de telles valeurs de Xy toutes 
les singularités de A{Xj y) sont, par definition, a Tintérieur du cercle 
(a, />); on peut donc écrire, pour x intérieur a J5„(a, p) et pour |y| >^/>: 

(3) • ^(^.!')=ÉZ^. 

Soit maintenant ^{y) une fonction analytique uniforme quelconque, 
mais qui n'a aucune singularité le long de la circonférence (a, p)\ on 
aura dans la couronne circulaire comprise entré les circonférences (a, p-^s) 
et (a, /> + s), ou s est une quantité positive suffisamment petite: 



Pour abréger, j'indiquerai les deux series du second membre respec» 

tivement par * 

/> et /,j?. 



' Gfr. moD mémoire cité, § 2 et paMim. 
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La premiére est convergente dans tout le cercle (a, /> + e); la se- 
conde Test en dehors du cercle (a, /o — e). 
Or, on vérifie immédiatement que 

(4) ^(/» = o, ^(/» = A{^) 
et que 

(5) A{^)=ic,A^{x). 



n«0 



On voit donc que pour les valeurs de x prises a Tintérieur de 
J5^(a, />), il suffit d'appliquer lopération A aux series de puissances 
convergentes dans un cercle (a , /> + e). L'opération A fait correspondre 
a ces series, des series de fonctions A^{x) ayant les mémes coéfficients, 
convergentes uniformément au moins dans le champ J5^(a, />), et qui 
représentent dans ce champ la méme fonction que Tintégrale (i). 

24. Examinons les cas les plus remarquables auxquels peut donner 
lieu Topération A appliquée a une fonction f>{y) réguliére dans le cercle 
(a, p)j la circonférence comprise. 

a. Supposons que la fonction ^{y) ait un seul point singulier ^, situé 
en dehors de (a, p). On a alors, en négligeant une constante additive: 

mais puisque A{x, y) est réguliére en dehors de (a, />), on a par le 
théoréme de Cauchy: 



i_ C M^o, y) ,^ 1 



On a donc 



9'Aix,fi) 

2m 



ayS" 



(6) ^(j,) = >.2;,iV«-LÄi). 

n«=0 I ^r 

Ce développement est convergent dans tout le champ JEJ^(a, p) et y 
colncide avec le développement (5); mais il converge aussi en dehors de 
ce champ. En efiFet, pour une valeur quelconque^ de rr on a: 
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la série du second raembife converge dans un cercle de centre yS et de 
rayon egal ä la plus petite distance d(x) du pöint fi aux points sin- 
guliers de A{x, y). On aura done, en indiquant (cfr. Frobenius, Journal 
de Chelle, t. 73) par la notation a„ -^ b^ que les series Sri„^;'' et Sä^^" 
ont le méme cercle de- convergence, 



I ^''Aix, /9) I 



et d{x) ne devient nul qu'aux m points x qui vérifient Téquation 

A^, P) = o. 
Par conséquent, si Ton excepte ces points en nombre fini, la serie 

converge partout uniformément. Elle reprcsente par conséquent une 
fonction uniforme ayant un nombre fini de points singuliers. 

b. Supposons que ^(y) ait un nombre fini de points singuliers 
/5|, /^2, . . . , /9p. Cette fonction pourra s'écrire 

d'ou Ton tire comme précédemment, par le théoréme de Cauchy: 



(7) ^({^) = — 27rl 




I* 



^ ay9v 



Le méme raisonnement appliqué ci-dessus sert a démontrer que cette 
expression colncide avec la série (5) dans le champ E^(a, p) et repré- 
sentc d'ailleurs une fonction uniforme régulicre dans torrt le plan, sauf 
aux points en nombre fini qui vérifient Tune des équations 

Cette fonction est donc dans tout le plan, (sauf les dits points) la con- 
tinuation analytique de la fonction représentée dang S«(a, p) par la 
serie (5) ou l'intégrale (i). 

Afta mathfntatica. 10. Tmprlnié le R Jiiin 188T. 22 
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C. Supposons enfin qiie la fonction fp(y) soit singuliére en une in* 
fihité de points donnés 

P\y P^i • • • j Pv} • • • 

de telle fa9on que la dififérence 



fiy)-o.{jhj)' 



oii G^{z) est une fonction donnée, se coraporte réguliérement au point y9^. 
I^e groupe (^^) pourrait avoir des groupes limites de n'importe quelle 
sorte; je me bornerai toutefois au oas le plus simple; oii il ny a qu'un 
point limite 6. ^ Dans ce oas, on peut procéder coinme il suit: 

Développons ^y(— 3— 0) ^n serie convergente en dehors du cercle 

{h,\h-p,\y. 



%j.-fi) Scy-Vr'' 



et posons 



FÅy) = r 



Av - 



tZÅy - h) 



n+l 



la fonction représentée par cette serie étant réguliére dans tout le plan, 
sauf aux points p^ et b. D'aprés les demonstrations connues des théorémes 
de M. Mittag-Leffler, on sait qu'on peut déterminer les nombres m^ de 
telle. sorte que Ton ait 



^iy)=iF,{y) + G{^)', 



ou encore, en distribuant les termes de la serie additive G dans les 

fonctions F^{y)f que Ton pourra indiquer par F^{y) apres ce changement, 
on aura 



30 



(8) <p{y)=TK{y), 



I»-! 



^ Les cas plas géaéraux peuvent se traitcr sans difficulté d^aprés celui-ci, et eo se 
servaDt des méthodes employées par M. Mfttag-Leffler dans la démoDStratioo des théo- 
rémes de son grand mémoire: Sur la representation des fonctions uniformes. (A et a Ma- 
thematica, T. 4.) 
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et en dehors du cercle (ä, |6 — y?^,]), F^{y) aura un développeincnt de 
la forme 






'^v. n 



n + 1 



Or, si Ton fait abstraction des premiers termes de la serie (8), les cercles 
(6, \b — y9^|) seront assez petits pour étre extérieurs au cercle (a, />); 
par conséquent, sur la circonférence de ce cercle la serie (8) convergera 
uniformémcnt, et Ton aura en ce cas pour Ä[<p) Texpression: 



jc ac 



(9) ^(^)^_2;rf££^-L^i). 



y=l n-fiij, |_- ^^ 



Je dis niaintenant que cette expression, qui colncide ayec A{f) 
dans le chanip E^{oij />), représente dans tout le plan x une niéme 
fonction analytique monogéne, réguliére partout, sauf aux points x ra- 
cines des éq nations 

f{Xy b) = O, f{Xy /?,) = O. (V- 1,2, 3 ,X) 

Démanstratmi. Prenons un point x = $ quelconque, qui ne soit ra- 
cine d'aucune des équations ci-dessus, et supposons que X indique la plus 
petite distance de b aux points racines de /*(f , y) = o. Je pose 

fl = \b — fi,\, lim å, = o; 

jq pourrai donc toujours déterminer /i assez grand pour que Ton ait, 

pour u >^/i: 

o^ < Å. 

Or, d'aprés le procédé de demonstration du théorénie de M. MirrAG- 
Lefflek, les nonibres m^ sont tellement choisis que Ton ait 






w. 



"v, n 



iy - b) 



«fl 



< s„ 



ou Sy est une quuntité positive donnée. Mais cette serie converge en dehors 
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du cercle {by <?J; oii en déiluit donc par un théorcine connu sur lus series 
de puissanees 

\Kn\ < ö"?v, 

oii ål est une quantité supérieure a d^ d'aussi peu que Ton voudra. 
D'un autre c6té, la serie 






converge évidemment dans le cercle (6, A); on aura donc par le inémö 
théoréme sur les series: 



I 

In 



3"^(^, k) 

db" 






ou M est un noinbre positif et X une quantité positive nioindre que A 
d*aussi peu que Ton voudra. 

Si donc je considére la serie: 



3C 



^('':)=£^ 



/:,,„ d"A($. b) 



Wy |__ 



dh" 
j aurai: 

\A{J\)\<M±^', 

mais puisque Ton a (?^, < A, on peut supposer aussi dl < A' et par coii- 
séquent: 



■-7 

et puisque les quantités dl décrpissent quand u croit, on aura en in- 
diquant par M' une quantité positive: 

i\A{FM<M'is,. 
Il suit de la que la serie 



00 00 



ir 



.^ db 

VB/t »Milly I "^^ 



n 
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est coiivergente absolumont et uniformément pour toutes les valeurs de 
X telle que la quantité X soit > d^ pour u>^/å. Elle représente donc 
pour ces valeurs une fonction analytique réguliére. La somme complé- 
inentaire 

rentre dans le cas b précédent, et représente une fonction analytique 
réguliére partout, sauf aux points tels que 

f(x, y9,) = o; (>-=»»» /*-!) 

le théoréme se trouve donc démontré. 

25. En raéme ternps que le champ E„{ay /)), on peut considérer le 
chanip E^{a^y p^) et il pourra se faire que ces deux champs aient une 
partie coniinune. Par exemple, si le cercle (aj,/)j) est intérieur au cercle 
(a, /)), le champ -E,„(aj, /)J sera nécessaireraent compris dans le champ 

Or, soient deux champs ^«(a, />), E^{a^j p^) qui aient une partie 
commune; les deux cercles auront aussi une partie commune dans la- 
quellc on pourra décrire un cercle intérieur [oL^y p^\ et le champ EJ^a^, p^) 
sera intérieur a JB„(a, p) et E^{a^y />,). D'aprés le théoréme de Cauchy, 
si ^{y) est une fonction uniforme réguliére dans les cercles (a, p) et 
(aj, p^)j .on aura pour un point x pris a Tintérieur de E,^{pL^j />,): 

Par conséquent, on aura aussi en indiquant par A^^\x\ A^^^{x) les fonc- 
tions analogues au systéme -4„(a:) dans les nouveaux champs considérés: 

Ces formules nous donnent, pour les développements (5). un concept 
tout a fait analogue a celui de la continuation analytique pour les series 

de puissances; ainsi la serie ^c^^^Ä^^x) peut étre regardée comme la 

continuation analytique de la serie Ylc^A^{x)j la serie ^c^^^A^^^{x) comme 

la continuation de la serie ^d^^A^^x) et ainsi de suite. Notons encore 
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que les coefficients c,,, (\l\ c^\ ... sont précitiéinent eeux des contiuua- 
tions analytiques correspondantes de la serie 

26. Oii pourrait ajouter ici plusieurs remarques sur les développc- 
ments (5); je me bornerai aux suivantes: 

a. Etant doiinée la serie de puissances f{y) de la forinc (10), on 
aura 

A{if) = CoA^{x) + c,A^{'x) + c,A^{x) + . . . , 



d'ou 



^(737^) = ^iM^) + ^.M-^) + ^3^.00 + . • . • 



De cette formule et du § 24, b, on déduit sans difficulté le thcorcme 
suivant: ^ 

»De méme qu*une fonction rationnelle est représentée par une serie 
récurrente de puissances, de méme une fonction de la forme 

t[K.A(., a.) + *,, , !%-«il + . . . + K,p^'!->) 



vi 



est représentée par une serie récurrente de fonctions A^{x),i> 

La réciproque de ce théoréme n'est vraie que dans le cas 011 Von 

sait quavec les fonctions A„{x) on ne peut former des développements 

de zéro {NuUentwickelungen), 

b. La formule (11) peut s'étendre au cas ou le multiplicateur de 

^(y) devient une serie de puissances. Dans ce cas, on aura 



ha 



(i, - af 



00 oc 



(^)S ; — ^. = ?„ ?Ac»+,..^«(=«) • 



n B o /£ =• o 



' y. dans moD mémoire déjå cité, §§ 24 — 29, plusieurs applications de ce théorömc, 
notamment la transformation des fonctions rationnelles en int^grales des équations diffé- 
rentiellcs ou aux difforeoces linéaircs et «]i cocfficieDts constantb. 
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Sons les conditions de convergence, qui sont satiafaites si jr(y) et 



I 



7* 



{y - af 



ont une circonférence commune de convergence, le second membre peut 



s'écrire 



00 



Zc„(Ao^„ + Äi-4„._i + . . . + KA^. 

n — o 

En posant 

(12) h,{A) = AoA + Äi A-i + . . . + KAo, 

on trouve aisément que ces polyn6mes généraux h„{A) jouissent de pro- 
priétés distributives analogues a celles des polynömes de M. Appell. 

c. Si Ton particularise la fonction caractéristique A(Xj y), Topéra- 
tion A pourra servir, non seulement a la transformation des fonctions jp, 
mais encore a la transformation des équations fonctionnelics auxquelles 
elles satisfont. Cette transformation s'opére au moyen de la relation (11) 
et des égalités 

^{^)= 2:nc,A-i(^), 

^ Af \ V^ dAn(x) 

Je me propose de revenir sur Tétude de cette transformation d'équa- 
tions fonctioniielles (équations différentielles, aux différences, %tc.) notam- 
ment pour le cas ou la fonction caractéristique est Tintégrale d'une équa- 
tion linéaire aux dérivées partielles. Pour le moment, je me bornerai ä 
citer les transformations des équations différentielles linéaires en équations 
différentielles ou aux différences finies linéaires, données par les operations 
considerées aux §§ 19 — 20, et en particulier par la transformation de 
Laplace. Rappelons aussi les transformations d^équations linéaires don- 
nées par M. Appell aux §§ 14 — 16 de son mémoire déja cité: Sur une 
dasse de polynömes. 

2 7. Nous avons considéré jusqu'ici le cas oii la variable x est prise 
a rintéricnr du champ -B^(a, p). Supposons maintenant qu'elle soit prise 
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a rintérieur du chainp J5^(a, />). Pour de tellos valeurs de r,^ aucune 
singularité de A{Xj y) ne se trouve ä Tintérieur du cercle {a, p); on 
peut done écrire, pour x a rintérieur de JBo(^' P) ^* pour |2/|^/^- 



^(-.^)=ti^^fe-< 



o _ 



f^ da 



Soit maintenant ^(y) une fonction analytique uniforme, pour laquelle je 
conserve les mémes hypothéses et notations qu'au § 23; on aura: 

(13) ^(/» = o, A{^) = A(Jp¥) 

et 



04) ^(j^)=r£ 



i. = 1- ^«" 



Ce développement se continue analytiquement dans les champs J(J^(a,, />,), 
E^{a^j p^)j . . . dont chacun a une partie cominune avec le précédent, 
au moyen des développeinents 

7 1 — z ? 7 T — z y .... 

-^^ [H: dal ^^ b ^«2 

Je n^insiste pas sur des remarques analogues ä celles que l'on a faites 
pour le oas précédent, et qu'il sérait facile de repeter ici. 

28. Enfin, on peut considérer le oas oii Ton prend x dans une des 
aires 

El (a, p), E,(a, p)j ... ,. -K^_i(a, />). 

Les fonctions analytiques représentées par A{y) dans ces divers champs 
se déduisent de celles qu'on vient d^étudier, par Tapplication du théoréme 
de M. Hermite;^ je ne reviens pas ici sur cette application que j'ai déja 
donnée,* non plus que sur les conséquences qu^on en déduit. 



' Voir le mémoire: Sur quelques poinis de la théorie des fonctions. (Acta Soo. 
Scient. Fennic», T. 12, 1881.) 

' V. moD mémoire déjå cité, § 34, et ma note Sur une formule dans la théorie 
des fonctions (öfversigt af Svenska Vetensk. Akad. Förhandl. 1886, p. 51 — 55). 
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29. Nous avons appris, aux §§ 16 et 17, ä déterminer formelle- 
ment la fonction A(y, t) que nous avons appelée réciproque de -4(iP, y). 

Supposons a present que cette fonction ait une existence effective, et 
que les singularités de cette fonction soient los couples de valeurs qui 
vérifient une cquation de degré m'\ 

i?(y, = 0. 

J*indiquerai par EÄ(a, p) la region du plan t ou h singularités de k{jfy t) 
tombent a Tintérieur du cercle (a, p). Supposons enfin que la ligne 
d'intégration V .de Topération réciproque soit dans le champ Eo(a, p). 

Cela pose, proposons-nous le problénie suivant. Efant donnée une 
fonction ip{x) dans le champ 2*7,„(a, p), on demande de la développer en 
serie de fonctions A^{x): 

(15) <ff{x) = Ilc„A„{x), 

probléme qui revient a la détermination du systénie de ccefficients c^. 
A cet effet, formons 

/A(//, tyip{t)iU = if{yy, 

r 

puisque la ligne /' est contenue dans le champ E^(a, />), on aura le long 
de cette ligne: 

7To Vi 3« 

d'ou 

jr(»/)=i;c,(y-a)'' 

fi«»0 

avec 

V 

Cette formule (lorsque elle a un sens) nous détermine les coefiicients 
du développement cherché (15). Ce développement pourra nétre pas 
unique, parcc que la ligne /' elle-méme pourra admettre plusieurs dcter- 

Acla mathematiea. 10. Iroprimö le U Juin 1887. 23 
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minations, et alors on pourra former avec les fonctions A„{x) des déve- 
loppements de zéro. ^ 

30. En certains cas, le probléme précédent se simplifie beaiicoup. 
Si, par exernple, la fonction ip{x) est déja connue sous la forme 



H') -tt"-^ '-^'^ ' k-»l>/', 



P 00 

'^ a 



les coefficients c, s'obtiennent sans recourir a la fonction réciproque: ils 
ne sont en effet que les coefficients du développement de la fonction 



9>{y) = 



p 00 




1 rTo (y-— «v) 



«+i 



en serie de puissances entiéres et positives de y — a. 
En particulier, si la fonction (p{x) est de la forme 



P r. 



ip Y^ o^vn 9"i4(a;, «v) 

^ ^ I ^ n 

elle est développable en une serie de fonctions A^^x) a coefficients ré- 
currents. 

31. Supposons que nous ayons obtenu le développement d'une fonc- 
tion ip{x) en serie -4„(n;), et cherchons le développement de la méme 
fonction en serie de polynömes h„{Ä). (V. § 26 b); en faisant désormais 
ot = o pour simplifier Técriture. 

Soit donc 

A{f^) = (p{x\ <p{y) = Tc,y% <p{x) = Tc,A,{x); 
on aura a résoudre Téquation fonctionnelle en ^^: 

(17) ^(Fi/) = <P{^\ 

ou Ton a pose 

y 

* Sur ces développements, t. pour un cas particulier remarquable: Frobemius, Vber 
die Eniwickelungen, etc. (Journal de Crelle, T. 73-) V. aussi mon second mémoire 
iS>ut sistemi cU futizioni analitiche e le serie etc, (Annali di Matematica, S. II, T. XII, 
p. 127.) 
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c^est-a-dire que Ton demande le systéme de coefficients c'„ tel que: 

Or, cette équatlon (17) se résout sans diffieulté, par suite de la remarquc 
du § 26, en prenant 

ce qui signifie que Ton développe le quotient ^ en serie de Laurent 

dans une couronne qui comprenne la circonférence /?; et que Ton prend 
la partie de cette serie qui contient les puissances positives de y. 

32. L*on peut enct)re se proposer la solution de Téquation fonc- 
tionnelle en ^^ 

(18) A{f,x)'=o. 

Il suffira pour cela que la fonction ^j;^ soit développable sur la 
circonférence (o, p) et en dehors, en une serie de puissances negatives de 
y, {i(p{/^ = o). D'ou il résulte, puisque ^^ doit étre réguliére dans tout 
le cercle (o, />), circonférence comprise, que jTj doit se réduire ä une fonc- 
tion rationnelle, diviseur de /. Cette fonction j^j nous donne donc les 
coefficients (récurrents) d'un développement de zéro en serie de poly- 
nåmes A„(-4). 

33. Comme application de ce qui précéde, supposons que la fonc- 
tion caractéristique soit de la forme A{y — x)j oii -4(j8?) = V^ -;^ est 

une fonction uniforme dont toutes les singularités (qu'il n'est pas néces- 
saire, pour le moment, de spécifier davantage) sout ä Tintérieur du cercle 
(o, R). Le champ du plan Xy pour lequel les singularités de A{i/ — x) 
sont toutes a Tintérieur du cercle (o, p > R), est Fintérieur du cercle 
(o, p — R). 

Pour tout point a du cercle (o, p — 22), la fonction A(j/ — a) admet 
le développement en serie: 

y 
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• . 



convergönte pour toutes les valeurs de |y|>/>. Lcs fonctions A,^{x) 
förment un systcme de polynöraes de M. Appell; en effet, on a, en in- 
diquant les dérivées par des accents: 



Ay-^)-T^-I. 



n + 2 ' 



V — y 

d'oii 

^;(;r) = nA„_,{x)y 

qui est la relation caractéristique de ces polynomes. 

34. Si ^{y) est unc fonction analytique uniforrne qui na aucune 
singularité le long de la circonférence (o, />), et en conservant les nota- 
tions du § 23, on aura: 

^(jr) = A{i^) = Tc„A^{x): 

Cest la le développenient que M. Appell indique par ^{A). Ge dévelop- 
pement converge dans le cercle (o, p — 22), si /jr converge dans le cercle p,^ 
On pourra sans difficulté repeter pour ce cas particulier les con- 
sidérations faites au § 24, au sujet des divers cas auxquels pourra donner 
lieu la fonction f?(y). 

35. Etant donnée une fonction ^{x)y on demande de la développer 
en serie de polynomes A„{x). Les coefficients du développement seront 
donnés par la formule (16), ou A(y, t) est la fonction réciproque de 
A{x, y). Mais pour déterminer cette fonction, il suffit de la prendre 
80US la forme 

A(y-f)=T — ^^^ 

^(y — O 

de telle sorte que 

d*ou Ton déduit aisément le systeme d^équations qui détermine les coef- 
ficients a.: 



(19) 



»e^o = ^ 



ao«« + ylj^l(^n-l + Qja2«n-2 + ...+«„ »o = O. 

* Cfr. ma note: Alcune osservazioni sui polinomi del prof. Appell. (RendicoDti 
dclla R. Accademia dei Lincei, S. IV, T. II.) 
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De ces relations il résulte 



(■9') rs^-r^ 



n n 



\n 

ce qui prouve que les polynémes de M. Appell forinés avec les coeffi- 
cienta a fiont les inverses ^ de ceux formés avec les coefficients a . 

Les équations (19) donnent la solution fornidle du probléme; ce 
sera une solution effective s il existe une circonférence (o, p) le long de 
laquelle les deux series 

convergent ensemble uniforniément. Toutefois, la transformation de La- 
PLACE permet facilement de déduire la solution effective du probléme 
de la solution formelie. 

36. Nous trouvons ainsi, pour les coefficients de développement de 
(l>{x) en serie de -4„(rr), la formule 



27rK ^^^lK'^\t),p{t)dt. 



Supposons que la fonction A(^) soit, dans un cas particulier, de la forme: 



»W-Er^ 



oii les points «„ sont intérieure au cercle p; d'ailleur« les forinules (19) 
ou (19') permettent de trouver quelle sera, dans ce cas, la forme des 
polynömes Ä„{x). Il en résulte 






{t — a.)' 

d*ou, si le cercle de convergence de ^ est plus grand que px 
^ Appell, Mém. cité, § 3. 
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La fonction <l>{x) satisfait donc, dans ces hypothéses, a Téquation 



oo 



(20) <}>{x) = Z[Ä.^<«>(«0 + hf-^a,) + . . .]A,{x). 



11 = 



Cest la unc formule donnée par M. Halpiien. (Comptcs Kcndus de 
rAcadéinie des Sciences de Paris, 1881, T. 93, p. 781.) 

Une autre formule trouvée par le méme auteur (ibid., p. 832) se 
déduit avec la méme facilité. Nous venons d'apprendre a résoudre Téqua- 
tion en F{y) 

^jA{y-x)L\y)dy = f{x). 



Or en mettant x -^^ t^ y •\- t h, \^ place de ä;, y, il vient: 
et d'aprés Ics développements ci-dessus: 

(2.) ^(,, + f)=£^^(.^)^). 

Cest la scconde formule de M. Halphen, qu'on peut regarder comme 
une généralisation du théoréme de Taylor. Il sy manifeste une sorte 
. de dualUéy qu'il serait aisé de poursuivre, entré les systémes de poly- 
nömes de M. Appell et les systenjes de dérivées successives d'une méme 
fonction. 
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OBER EINE GATTUNG TRANSCENDENTER RAUMCOORDINATEN 



VON 

OTTO STAUDE 

In DORPAT. 



Die bekannte Darstellung der geodätischen Linie auf den Flächen 
2. Grades durch hyperelliptische Functionen zweier Veränderlicher und 
verschiedene ähnliche Anwendungen der genannten Functionen weisen auf 
eine Gattung transcendenter Raumcoordinaten hin, durch deren Einftthrung 
jene Anwendungen auf einen gemeinsamen Ausgangspunct zuröckgeföhrt 
werden. Statt zur Darstellung einzelner Raumgebilde einen öder zwei 
Parameter durch die Integralsuraraen des JACOBi'schen Umkehrproblems 
zu deftniren, känn man namlich zuerst darauf ausgehen, alle Puncte des 
Raunies durch drei unabhängige Summen von je drei hyperelliptischen 
Integralen darzustellen und die georaetrische Discussion entsprechender 
räumlicher Gebilde an den Gebrauch dieser transcendenten Coorditoaten 
zu kntlpfen. Iiti Folgenden sind als typische Formen drei verschiedene 
Darstellungen der Puncte des^Raumes durch drei unabhängige Parameter 
der angedeuteten Art in Ktirze zusammengestellt. 

Dabei ist nicht sowohl auf die mannigfachen geometrischen Sätze 
Röcksicht genommen, welche als gemeinsame Folgerungen aus jeder ein- 
zelnen dieser Darstellungen sich ergeben, als vielmehr auf mechanische 
Bedeutungen der letzteren. An den herangezogenen einfachsten Beispielen 
mechanischer Vorgange, deren analytische Behandlung auf hyperelliptische 
Functionen i. öder 2. Ordnung ftihrt, wird tiberdies auf eine charak- 
teristische Unterscheidung der betreffenden Bewegungsvorgänge hinge- 

Acta mathemaUea. 10. Imprlmé le 15 Jnln 1887. 
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wiesen. Bei der Anwendung der hyperelliptischen Functionen auf die 
Darstellung der Bewegungen korum t nämlich wesentlich in Frage, wie viele 
von den reellen Periodicitätsmoduln, respective Systemen zusammenge- 
höriger Periodicitätsmoduln bei dem einzelnen Falle zur Geltung. gelangen. 
Dieser Frage parallel geht die andere, ob die betreffende Bewegung eine 
unmittelbar periodische öder eine nur unter gewissen Bedingungen perio- 
disch werdende ist. Eine darauf bcruhende Gruppirung aller Bewegungs- 
vorgange^ iindet an den hier behandelten Darstellungen der Raumpunete 
ihre einfachste Erläuterung. 



% 1. Darstellung der I^incte des Ratimes durch die VinkehvfuHC' 
tionen hyperelUptischer Integrale 2. Gattung rom Geschlecht 2. 

Die gewöhnlichen Coordinaten rr, y, z eines Punctes im Raume 
drticken sich durch die elliptischen Coordinaten A, /i, v» desselben in der 
bekannten Weise aus: 

4 / (g — l){a — /<)(« — y) 



(O 



_ / (y9-^)(/9-/.)Gg-u) 
* V (3—Y){a—a) ' 



. _ . Kr y^ m - i'tr - ^) 

V {r—air — S) ' 



wo a, ^, y die Constanten des elliptischen Coordinatensysteins bedeuten 
und die Ungleichungen 

— CO < A < ;- < ;« < /9 < v < a 
bestehen. 



' Vgl. Ober periodische und bedingt periodische Bewegungen, Sitzungsberichte 
der Naturforschergesellaohaft bei der Uoiversität Dorpat, l886; Vber hedingt 
periodische Betoegungen, ebend., 1887. 
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Zwischen den elliptischen Coordinaten X, fXy v und drei neuen Goor* 
diriaten Wj, m, , u^ mogen nun die folgenden Relationen inngenommén werden: 



(2) 



u. 



J 2yJr{X) J 2vV(/i) J 2y^'r{ 



— /^•2^ 



A« 



/9 



/* 



U. 



j 2v/r(^) j 2v>(/.) ./ 2Vr(.) 



fi 



u 



8 



A 



ft 



2v/r(;) 



— /'<.)(>' — •^)d>' 



J 2yjr(ji) J 2v'V(v) 



'•. 



fi 



worm : 



(3) 



r{p) = (« — />)05— />)(r - p)(Po — p)iK — p) 



ist und X^j p^ zwei besondere Werthe der gleichnamigen Coordinaten A, /i 
bedeuten. Indem man aus dicsen 3 Gleichungen, welche das Umkehr- 
problem der hyperelliptischen Integrale 2. Gattung^ vom Geschlecht 2 
enthalten, die symmetrischen Functionen (i) der elliptischen Coordinaten 
A, /£, u berechnet, erhalt man Xj y^ z als eindeutige Functionen der drei 
neuen Coordinaten Mj , u, , w, dargestellt, nftmlich: 



(4) 







e 


.r 




ö„ 


y 


5^ 




z 


= 





^" '^^« Ö(".,«.) +»..("., «.)^" " »^ 



Vr--^ 






•E(Wi, «,, «,)' 



wonn : 



^(m,. "1. «J = «, + 



»«'"' + 0:;"" 



(5) 



» 



45 



^1 + 



e;;^"^ + e«^"^ 



e 



u 



46 



3 



9 log »('i., mJ alogö(w,, u,) 



aw. 



ai*. 



* Vgl. Clbbsch-Gordan, Theorie der Abel schen Functionen, Leipsig 1866, S. 150. 
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Pabpi .isty-init den mödificirten WEiERSTRASs'schen *Indii?e6* beieiohrvet, 



' -: -^ . 



• , » •* \' • 



■ 

wo ^n{v^, v^) die gewöhnliche ThetÄfunction zweier Argumenté Vj, t?, 
und dreier Parameter a^^, a^^, a^^ und ferner 



(6) 






«ii = 



C, g. - C. g . 



s-. 



- -4,«, — ^,U, TT» 
» ^,B, — i^.B, 2 ' 



Ojj = 



^,B, — A^B, 



o„ = 



A,B, - A,B, 



TC 



zu setzen ist. Die reellen Constanten dieser AusdrQcke haben die Werthe; 



r-t 



(7) A, ^fdoH, B, = —fda>,, C, =fdio',, I), = ~/rfa>;; 



sie sind auf reellera Integrationswege mit den DiflFerentialen : 

# • ■ 

2\lr{p) ^ 2sjr{p) 2yJ—r{py 2y^l—r(p) 



zu berechnen, in welchen ^± r den positiven Werth der betreffenden 
Q.uadratwurzel bedeutet. 

Aus der in (4) gegebenen Parameterdarstellung aller Raumpuncte 
durch eindeutige vierfach. periodisché Functionen dreier unabhängiger 
Argumente Wj, u^y u^ gehen als specielle Falle die verschiedenen be- 
kannten Parameterdarstellungen im Gebiete der confocalen Flachen 2. 
Grades hervor: 

Die Functionen (4) sind in u^ linear; ftlr w^ == a^ , w^ = a^ mit zwei 
Constanten a^, a^, erhalt man daher in (4) die Puncte einer geraden 



' Vgl. Acta mathematica, Bd. 8, 8. 84. 
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iiinie^ welqhe, wie ihre Differentialgleichungeti- in elliptischeh- 6öor- 
oinateH: - - ' ■ ^ . . ■ ... 



(8) 



Z^i^) 2^»^ 9\Jr{K) 

{Å — X,)dX ^ (fi — Å,)d,i (v-J^ _ ^ 

2yjr{i) 2^r(ji) 2v/r(i;.) ' 



< I 



I 

erkennen lassen, mit den Flachen 

y = a, V=/9, fi^y, /J'=/^oy ^^ = K 

des confocalen Flachensystems der elliptischen Coordinaten je 2 unendlich 
nahe Puncte gemein hat, also geraeinsame Tangente der t^lächen \= X^ 
und fi = juL^ ist^ Die Formeln (4) liefern in diesem Falle mit u^ = ef, 
unter c eine Constante und unter t die Zeit verstanden, zugleich die 
Gleichungen der Trägheitsbewegung eines materieilen Puncfes im Raume 
und die Beziehui\g zwischen den beiderseitigen Integrationsconstanten in 
den zwei von Jacobi gegébenen Fofméh* der Gleichungen der Trägheits- 
bewegung als der Integralgleich ungen des Systems von Differentialgleich- 
ungen, welches aus (8) unter HinzufClgung der dritten Gleichung 

/8'\ i^—Mo)(^ — K)di _|_ {fi — fto)(fJt — Å,)dfx (u — fi„)(v — Å^)dv ^ ^^^ 

entsteht. 

För ^ = Xq verschwinden in den 3 Gleichungen (2) die ersten Glieder 
der rechten Seit«en, und zwischen den entstehenden 3 Summen Wj, w,, w, 
von je 2 Integralen besteht die Relation: 

(9) ^K, w,, ^3) = o,. . . . ., - r. 

die mit RQck^icbt auf die Definition (5) nichts anderés ist, als 'die* Bat^ 
stellung der Summe zweier Integrale 2. Gattung \ durch die SuYnnten 
je zweier Integrale i. Gattung Wj und ti^. Die Gleichung (9) ist dié 



' Vgl. Klkin, Zur geomeirischen Deutung - des äbeI' schen Uieorems, M-at-faem. Ann. 
* Vgl. Jacobi, Vorlesungen iiher Dynamik^ herånsg. w* Clebsch,- 8. 233. '• 
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Gleichung des EUipsoides A = ^ in den Coordinaten tt^fU^^u^' Zugleich 
reduciren sich die Formeln (4) för die Puncte dieses Ellipsoides auf die 
bekannten Formeln:^ 



(10) 












Besteht zwischen t*j, t*,, t*, neben der Gleichung (9) noch die feruere 
Gleichung u^ =^99 so erhält man in (10) die geodätischen Linien und 
zugleich die Gleichungen der Trftgheitsbewegung eines materiellen Punctes 
auf dem Ellipsoid A = ^ , deren Differentialgleichungen lauten : 



2sIt(jjl) 



2v/r(v) 



(/* — J^oXi" — -^)^ I (»^ — f^X^ — ^)<^»^ ^ ^^f 



2yjr(ji) 



2y/r(y) 



Man hat in der letzteren Auffassung u^ durch die Gleichung: 



u. 



J (i^-K)i^- 



K) 



mit einer Constanten t^ als eindeutige Function von t för alle reellen 
Werthe von t definirt zu denken.^ In den Formeln (4) vereinigen sich 
also die Darstellungen der Trägheitsbewegung eines materiellen Punctes 
im Raume und auf der FlAche zweiten Grades. 



^ Ygl. Acta mikthem&tioa, Bd. 8, S. 84. 

* Ygl. Weiebstbabs^ Vber geodäHsche Linien auf dem dreiaxigen Ellipeoid, Mona ta 
berichte der Berliner Akademie 1861, S. 986. 
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% 2. DarsteUung der Buncte des JRaumes durch die UtnkehrfUnC' 
ttanen hyperelliptischer Integrale 3. Gattung vom GeseMecM 2.- 

Die elliptischen Coordinaten A, /i. v mogen ferner ersetzt werden 
durch 3 Coordinaten u^y u^^ w,, welche mit ihnen verbunden sind durch 
folgende Gleich ungen: 



(O 



1*. = 



^ f i^—fo)'^^ , f ((t—/^Jd/i r(v—fi,)dv 

J 2yjr{i) "^j 2yjr(ji) J 2yjr(u) 



«- = 



J 2v/r(^) J aVC") -^ ./ 2Vr 



/» 






— /'.K/'— ^.)<*/' 



a^rC^) 






r 



/J 



wo jetzt unter r(/?), änders als in § i, eine ganze Function 6. Gradesr 



(2) 



^{P) ==—(« — /o)(/9 — />)(r — />)0, — />)(;^ — ^)(Aj — p) 



verstanden wird und \j\^ y^i)^^'^ ^0) specielle Werthe der gleichnamigen 
Coordinaten sind. Es ist daher jetzt w, eine Summe von hyperelliptischen 
Integralen 3. Gattung mit den logarithmischen Unendlichkeitspuncten 
p -= 00. 

Die Berechnung der symmetrischen Functionen § i, (i) der oberen 
Grenzen \y /*, v der Integralsunnnen w^, w^, w, giebt jetzt: 



(3) 



X 



yl{a- 


-^X«- 


-K) 


V09- 


z 


-K) 



P(«„ 


"«. 


«,) 


r(«., 


«.' 


«•.) 


<2(M., 


««. 


•♦.) 


'i'{H., 


«.. 


«.) 


Ä(«., 


«•! 


«.) 



^(■r—Kir-K) ^K. »t» «. 
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worin T, P, Q, B die Bedeutung haben: 

(4) T{u,, u„ u,) 



(5) 



P(m, , «,, m,) =s 9„{ci, c,){6*"'»Ö4„(«, ^ r, , w, -^ c,) — c-'"'d4o(»i+ <?,,«,+ c,)}, 
^(«i, u„ «s) = öj,(c„ «,){e'*"»e„(«, - c,, M, — c,) - c-'"''Öot(«i+«i,.«^+ c,)}f 

i2(Mi, M„ M,) = Ö„(C,, C,){e'"'Öo,(«, - c,, «, — Cj) — C-'"'Öoi(l*l+ Cl, «*,+ c,)}, 
5(m,, M,, M,) = Ö4o(c,, C,){c'«»Öo,(«, - c,, M, — c,) — C-"''Öoj(Mi+ C„ Uj+C,)], 

■ • ■ 

wo ferner: 

(6) «I = I., - i 'J2^^-£i) «, - i ?M^ii£iiii)«, 

ist und die rein imaginftren Constanten Cj, c, die Werthe haben: 



— 00 



<" ^-Z^^' ^-W 






Die Arguinente und Parameter der Thetafunctionen haben die Werthe 
wie in den Formeln § i, (6), (7) nur dass in diesen r(^) jetztdie neue 
Bedeutung (2) besitzt Dre Quadratwurzel T verschwindet, wie leicht aus 
bekannteti Sätzen tlber das gleichzeitige Verschwinderi mehrerer Theta: 
fuhctionen BJ^^ , m,) bergeleitet werden känn, för kein reelles Werthepaar 
^i> Wjj ^a; Slö hat tlberdiés, wie auch P, Ö,'i2, S fftr reelle Argumente 
Wj, Wj, Wg auch reelle Werthe. Die doppelt gestrichene Quadratwurzel 
bedéutet den positi ven Werth von T. 

Die Darstéllung (3) der Puncte des Raumes durch fOnffach perio- 
dische Functionen der drei Argumente i*j, w,, u^ ist im reellen Gebiete 
eine eindeutige, sobald man för T einmal das positive Vorzeichen fest- 
gesetzt hat. Aus dieser Parameterdarstellung aller Raumpuncte ergeben 
sich folgende speciell^ Formen: 

Weiin man die beiden Variablen Wj , u^ constant, gleich a^ , a^ setzt, 
so bleibt in den Formeln (3) nur wj variabel, und man tlbersieht, dass 
bei den gemachten Festsetzungen die Formeln (3) eine ElHpse darstellen, 
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deren Mittelpunct der Ooordinätenaiifang ist. Aus den Di^eréntialgletcli* 
ungen dieser Ellipse in elliptischen Coordinaten: 



(8) 



2yj'r(Å) 2vV(/i) 2\Jr{v) 

2^rU) 2v/r(/i) . 2^t{u) 



folgt anderseits sofort, dass diese Ellipse mit den Flächen 



» • 



80 oft sie denselben begegnet, je zwei unendlich nabe Puncte gemein hat^ 
ålso die Flachen ;ti^, ^, A^ je in zwei diamctral gegenUberliegenden Punc- 
ten bertthrt.^ 

Mit Wj = gt hat man in (3) unmittelbar die Gleicbungen der Central- 
bewegung eines materieilen Punctes x^ y^ z unter Einfluf» der vom Coor- 
dinatenanfang ausgehenden Anziehungpkraft vgn, der Grösse ^'r, uixter r 
die Entfernung des bewegten Punctes von letzterem yerstandep.* 

Ftir A = ^ verscbwinden in den 3 Gleicbungen (i) die Qrst^n .Glieder 
der rechten Seiten und zwiscHen den entstehepden 3 Surhmen. von je 2 
Integralen besteht die Relation: . , 

• " ■ • • • * * 

welche die Darstellung der Summe zweier Integrale 3. Gattung w, durch ^ 
die Summen je zweier Integrale i. Gattung w^, u^ ist. Man känn diese 
Relation auch schreiben: 






r • 



' .VgL Vber Vcrallgemeinerungcn des 0RAr£8'^chen IJieorems in der analuHschen 
Mechanik, B erioh te å, K. Sächs. Gles. d. W., 1886; ferner Klbin: ^Zur geometirischei^ 

Deutungdes ÄBSL^schen Tkeorems der hyperelliptischen Integrale, Mattiematisché Än- 

• • •_- •• • • f-'* . I '■ 

Haren, Bd. zo. 

' Vgl. Jacobi, a. a. O., S. 234. '^ - . *' 1 
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Die Formeln (3) reduciren sich in Folge dergelben auf: 



(10) 





X 


v'(« - 


- ^X« - K) 




y 


v^QS- 


-K)(fi-^r) 




z 



ni 



T 

^ ^41^.1 K. ««) 



mit 



^ = v/(«-'Jo)^%(«.. «.) +09- -Jo) »L «.(«.. «.)+(r-^)»:. »!!.(«., ttO+C^-xO^ö^C".. «0 . 

wie leicht aus den Additionstheoremen der Tbetafunctionen folgt Diese 
Formeln (10) gehen ihrerseits mit Aj = — 00 in die Formeln § i, (4) tlber, 
da neben (10) noch die Gleichung: 



V(«-;jo5-^,Xr-^.) T 



) 



besteht. Die in den Gleich ungen (10) enthaltene Darstellung der Puncte 
des Ellipsoides ^ durch zwei unabhängige Parameter ist im reellen Ge- 
biete eindeutig. 

Besteht neben der Gleichung (9) auch noch die Gleichung u^ = a, , 
so erhalt man in (10) die Puncte derjenigen Curven auf dem Ellipsoid 
X^ j welche von den eben erwfthnten Ellipsen umhollt werden und Ahnlich 
wie die geodfttischen Linien verlaufen, eindeutig durch den Parameter u, 
dargestellt. Macht man Wj durch die Formel: 

X)di 






KX^ — K) 



'• 



eindeutig von der Zeit t abhängig, so sind die Gleichungen (10) die Be- 
wegungsgleichungen eines Punctes, der auf dem Ellipsoid ^ unter dem 
Einfluss der Centralkraft g^r sich bewegt. 

In der Parameterdarstellung (3) vereinigen sich also die Gleichungen 
der freien und der an das Ellipsoid ^ gebundenen Bewegung eines ma^ 
teriellen Punctes unter Einfluss einer centralen Anziehungskraft^ welche 
der Entfernung direct proportional ist. 
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% 3. DarsteUung der JPuncte des Matunes durch die UnikehrfunC' 
tionen hyperelliptlseher Integrale i. Oattung vom Qeschlecht 3. 

m 

Es sollen endlicb die elliptischen Coordinaten A, /i, y mit 3 anderen 
Coordinaten Wj, w^, u^ durch die folgenden Relationen verbunden sein: 



(O 



u, 



_ i\A-K)dX 



/* 



=i 



2v/r(/) 



=- + 



J ^\lrW J 2Vr(p) 



i. 



y9 



U. 



J ^slrW ' J 



(fi-x,)dfi , r{u-x,)du 



+ 






P 



■*■ =y~. 



XX - x,)dx 



2yJr(X) 



+ 






2v/KÖ 



>. 



worin: 



(2) r{p) = (a — />)(^ — p){r — p){jx, — p){X, — p){ä, — p){X, — p) 

und fjL^y \j A^, A,(A^ > Aj > P^) besondere Werthe der gleichnaniigen Coor- 
dinaten sind. Die Integrale in diesen Gleichungen sind von der i. Gått- 
ung vom Geschlecht 3. 

Um die symmetrischen Functionen der elliptischen Coordinaten A, /i, y 
durch Wj, Wj, Wg darzustellen, setzt man: 









OTi 



+ 00 






,ii+2r 



CO — 00 



mit: 



^ = 0„(w, + ^') + «„(»«, + -j) + «as('", + 5) 
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Dabei bestehen zwischen u^, u^, u^ und v^y v^, v, die Relationen: 



V'/v M •> 



(4) 



Vh = (CaiMi + Cm«<, +.c^Ui)ri, 



(»- 1.«,«) 



und haben die 9 Coefficienten c^^, c^j, c^ die Bedeutung: 

wo die Indicestripel \h^\ und k^k^k^ unabhängig von einander die 
Zahlentripel 123, 231, 312 durchlaufen und 



A = 



A\ 


A\ 


,A\ 


A\ 


A\ 


Al 


A\ 


A\ 


Al 



Die Parameter a., der Thetafunction haben die Werthe: 



'kk 



(5) 



«A* = — {CmB\ + cJil + c„BJ);r, 



(*,*= 1,8,») 



wobei a^t = a^^. Endlich sind unter -4J, J5J die auf reellem Integrations- 
wege berechneten reellen Constanten zu verstehen: 






Bl 



apa,; 



(6) 



Al 



2 yrfö>;, + 2 /rf<W» , BJ = — 2fdw'^ 



Al 






Bl = 2/rfai;, 



'Ä 



/*• 



mit folgender Bedeutung der Differentiale dwf^ und rfö>i: 



(7.) 



rfö>, = 



_ ip—jO^p 



2sjr{p) 



da)\ = 



_ (/> — /'o) <^/' 



2yJ—r{p) 



da). 



^ (pjzl^ÉE iifo = (fi—N^p — K)dp 



d(o'i = 



2v/r(/)) 
_ (p--^<ip 



2>i^wy 



8 -7- 



2v''-(/>) 



//,..' — '<P—Po^ — K)^P 

atOt ■ i =====? » 

2yJ—rJP) 
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unter yj'±^ allgemein die positive QuadratAVurzel aus der positiveii reellen 
Grösse + r verstanden. 

Jndein man endlich die Thetafiinctionen mit den WEiERSTRASs'schen 
Indices* bezeichnet, erhält man:' 



(8) 






Vr — /o ^.4. -ö.s.K. «.. «s)' 



Avo den ohne Argumente geschriebenen Thetafunctionen die Argumente 
o, o, o zuzudenken sind. Die Coordinaten Xy y, z Averden hierbei reell 
fttr reelle Werthe von Wj, u^j w, . 

Diese eindeutige Parameterdarstellung der Puncte des Raumes durch 



' Vgl. Hknoch, De Ähelianarum functionum periodis, (Berolini, 1867) S. 15, wobei 
im vorliegendeD Text Dur die zweiziffrigen Indices bei Henoch durch Hinzufttgung der 
Ziffer 7 ^Q dreiziffrige verwaDdclt sind, sodass von den 64 Thetafuoctionen 8 je einc der 
Zahlen O, I, 2, ..., 7, 56 aber je 3 diesor Zablen als Indices bekommen. Eine zweite 
Indicesbezeichnung wäre dadurch geboten, dass einc Thetafunction keincn Index, 28 Theta- 
fanctionen je 2 der Zahlcn O, I, 2, ..., 7 and 35 j® ^^^^ Scheidung dör 8 Zablen in 
2 Quadrupel als Charaktcristik bekommen. Man känn cs dann fttr den hyperelliptiscben 
Fall 60 einriohtcn, dass die gerade Thetafunction, welche ftir t;^ = o, t?^ = o, v^ =^ O 
verschwindet, keinen lixdex bekommt, die 28 ungeradon Thetafunctionen je 2 Iqdices und 
die 35 ttbrigen geraden der Spaltung der in irgend einer Reihenfolge mit i^, i^, t,, - • > , i^ 
bczeichneten 8 Zablen O, I, 2, . .. , 7 in 4 Quadrupel so entpprechen, dass sich die Null- 

t 1 1 i \ 

.^ / .* . I, miit einem Propert ional it äts- 

till-/ 

4 6 6 T ' 

factor k und der Abkttfzung (^jt,) = (a^, — a*,), durch die 8 Yerzweigungspuncte a^,, a^, a,, 
, . . , a, so darsiellen: 

(• . • . . 

Maa Tgl. ttber die verschiedene Indicesbezeichnung auch Nötheb, Zur Theorie der Theta- 
functionen von Ifdiebig vielen Argumenten^ Mathematiscbe Annalcn, Bd. 16, S. 270, 
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6-fach periodische Functionen dreier Arguiiiente liat ebenfalls eine me- 
chanische Bedeutung/ Setzt man nämlich 

Wj = a, u^ = b, u^ = c + gty 

unter ctj b, Cy g Constanten, unter t die Zeit verstehend, so stellen die 
Gleichungen (8) die freie Bewegung eines Punctes im Raume unter Ein- 
fluss der Kräftefunction: 

(9) U=- lg'[L{X + ^ + v) - (;» + /i' + v») - Ouv + vA + A/u)} 

dar. Die 7 Grössen (I9 b, Cy Å^j pt^y Å^, Å^ vertreten die 6 Integrations- 
constanten der Bewegung; zwischen ihnen besteht eine Relation: 

Å^ + /JL^ + Å^ + Å^ = Ly 

welche sie mit der gegebenen Constanten L der Kräftefunction verbindet. 

Diese Bewegung dtlrfte insofern ein gewisses Interesse beansprechen, 
als sie ein typisches Beispiel einer durch hyperelliptische Functionen 2. 
Ordnung dargestellten Bewegung abgiebt. Sie lasst daher in einfachster 
Form ein charakteristisches Merkmal solcher Bewegungen hervortreten, 
dus der bedingten Periodicität. 

Um darauf einzugehen, bemerkt man zunächst, dass die 3 
imaginftren Systeme zusammengehöriger Periodicitatsraoduln fOr den Be- 
wegungsvorgang im gewöhnlichen Sinne keine Bedeutung haben. Aber 
auch die 3 reellen Systeme verlieren ihre directe Bedeutung, da eine 
Anderung der 3 Argumente Wj , w, , u^ um ein System zusammengehöriger 
Periodicit&tsmoduln durch die Festhaltung der Werthe u^ und u^ aus- 
geschlossen wjrd und daher die betrachtete Bewegung als eine nicht perio- 
dische i^ich ergiebt Dagegen zeigt die Bahncurve des bewegten Punctes 
eine dreifache Art von Windungen, die man in gewissem Sinne als den 
Ausdruck der dreifachen reellen Periodicität der betrachteten hyperellip- 
tischen Functionen ansehen känn. Die Bahncurve bewegt sich nftmlich, 
wie man aus ihren DifPerentialgleichungen in elliptischen Coordinaten 



* Vgl. Jacobi, a. a. O., S. 219. 
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leicht erkeulit, in dem rhigfönnigen Raume, welcher von je einem ring- 
förmig geschlossenen Theile der beiden Ellipsoide ^ und ^^ einerseits und 
von zwei getrennten, je ringförmig geschlossenen Theilen des einschaligen 
Hyperboloides fi^ anderseits begrenzt wird. Die Bahncurve umlauft in 
immer. wiederholten Langswindungen diesen in sich zurflckkehrenden 
ringfönnigen Raurn, macht dabei aber zugleich Querwindungen, indem 
sie abwechselnd den einen und anderen begrenzenden Theil des Hyper- 
boloides [x^ berQhrt, und Tiefenwindungen, indem sie abwechselnd die 
begrenzenden Theile des einen und anderen der Ellipsoide ^ und X^ be- 
rtthrt. Die Bahncurve wird sich dabei im Allgemeinen fiiemals schliessen, 
da niemals in demselben Zeitpuncte eine Längs-, einc Breiten- und eine 
Tiefenwindung gleichzeitig sich vollenden. Aber die Bewegung känn in- 
sofern als eine zweifach bedingt periodische Bewegung bezeichnet werden, 
als sie in eine periodische Bewegung Clbergeht, wenn zAvei Bedingungen 
erfDllt sind, welche das periodische Zusammentreffen der 3 Windungs- 
formen der Bahncurve zura Ausdruck bringen. Man känn diese Beding- 
ungen unmittelbar aufstellcn. Wenn man nämlich defEinfachheit wegeli 
die Constanten a, 6, c specialisirt und u^ = o, «*, = o, u^ = gt setzt, so 
erhält man zunächst: 

v^ = c.^gtm = gtm, 

^a = ^^zO^Tct = gtm, 

^3 = ^33^'^ -= -^ 9t7:i. 

Damit wird das Argument 2V der Exponentialgrösse der Thetafunction 
(3) abgesehen von dem additiven Gliede: 

2 V =. {(2i»i + e,){AlAl — AIÄ]) + (2«t, + s,){A\A\ — AIA\) 
(10) 



+ (2m, + e,)(^M?-^UD}^ 
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Els seien jetzt, unter ly tn, n ganze Zahlen verstanden, die beiden Beding- 
ungen erfttllt: 



('0 



ifdo)^ — mfdcD^ + nfdo)^ = o, 
ijdw^ — mjdw^ + njdo)^ — o 



und sei zur AbkQrzung: 

(12) Jfdio^ — wi/rfo»^ + »/rfo», = ffl' 

K r fl 

gesetzt. Man känn diese Gleichungcn mit m' = m — I, n' = n — m auch 
schreib^n: 

IA\ + m'A\ + n'A\ = 0, 

I Al + Ht'^* + n'Al = 0, 

. IAI + m'Al + n'Al = 2ffT. 

Hieraus folgt: 

-^1-^2 -^3-^1 2Ör' -^1-^2 -^2-^1 2^7^' -^1-^2 -^2-^1 T^ryi 

und somit: 

Trit 
2F= {(21H, + £,)? + (2»»., + £,)»»' + (2^3 + e,)n'Y-^,. 

Einer Anderung des Argumentes t um 4T entspricht also eine Anderung 
des Argumentes 2V um ein Vielfaches von ittIj wobei die Thetafunction 
(3) ungeftndert bleibt. 

Während dlso die Coordinaten x, y^^z des hewegten Punctes im AU* 
gemeinen nichtperiodische Functionen der Zeit sind, tverden sie periodisch mit 
der Periode 4 T, sobdd die Integrationsconstanten fi^j X^^^ X^y X^ die Beding- 
ungen (11) er fallen. 

Diese Bedingungen hängen tlbrigens von dem anfftnglichen Örte des 
bewegten Punctes zur Zeit ^ = o nicht ab, auch wenn a^ b^ c beliebige 
W^rthe haben. 
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Neben diese Bewegung, welche auf das vollständige Umkehrproblem 
der hyperelliptischen Integrale 3, Gattung: 

fl v 



(13) 






A. 



>9 



A^ -K)dX A/i - Wi r< 

j 2Vr(;) j 2v/r(/i) j 



2y]T{y) 



== a. 



^ 



j 2VV(^) j 2v/r(/i) J 2Vr(w) 



y? 



fQhrt, stellt sich eine unter Einfluss derselben Kräftefunction (9) vor sich 
gehende, aber an das Ellipsoid ^ gebundene Bewegung, entsprechend den 
Gleichungen: 



(H) 









+ 



nu-, 

J 2^r 






a. 



/» 






2v/r(w) 



>» 



Svo r(/>) wieder die in (2) definirte ganze Function 7, Grades ist. Diese 
Gleichungen geben bekanntlicfi im complexen Grössengebiet keine ein- 
deutige Umkehrung. Wohl aber ergeben sich die Coordinaten a?, y, z des 
bewegten Punctes, als symmetrische Functionen der oberen Grenzen /i, y 
des vorliegenden unvoUständigen Umkehrproblems (14), betrachtet fftr 
alle reellen Werthe der Variablen a, und gt, als eindeutige doppelt reell 
periodische Functionen von a, und ffL^ Bei constantera a^, wie im vor- 
liegenden Falle, sind die Coordinaten a?, y, z des bewegten Punctes ein- 
fack hedingt periodische Functionen der Zeit. Die einzige Bedingung nämlich: 

/*• « 

— mjdw^ + f^fdo)^ = o 

r fi 



^ Vgl. Vher eine Oatiung doppeli reell periodischer Functionen, Mathematische 
AnnaleD, Bd. 29, 1887. 
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macht sie periodisch mit der Periode 42", falls: 

/«• « 

— mfdo)^ + nfdw^ = gT 

r ^ 

gesetzt Avird. Solche einfach bedingt periodische Bewegungen sind auch, 
wie man sofort sieht, die in § i und § 2 betrachteten Bewegungen auf 
dem Ellipsoide X^.^ 

Beschrftnkt man cndlieh den unter Einfluss der Kraftefunction (9) 
sich bewegenden Punct auf die Krttmmungscurve X = X^y ja = fi^ des 
Ellipsoides A^, so entspricht seine .Bewegung der Gléichung: 

v 

und seine Coordinaten Xy y, z werden Umkehrfunctionen eines einzelnen 
hyperelliptischen Integrals i. Gattung vom Geschlecht 3. Die Bewegung 
ist dann eine unhedingt periodische.^ 

Hiermit schliesst jene Reihe von Umkehrproblemen hyperelliptischer 
Integrale i. Gattung vom Geschlecht 3, welche in den Formeln (13), 
(14) und (15) enthalten ist. Durchläuft man dieselbe von ihrem letzten 
Typus zu ihrem ersten, so ändert sich der Charakter der entsprechenden 
Bewegung in der Weise, dass die lirsprtlngliche Periodicität durch eine 
hedingte Periodicität ersetzt wird, die sich der Zahl der erforderlichen Be- 
dingungen nach weiter und weiter von der unbedingten Periodicität entfernt. 

Dorpat, im Mftrz 1887. 



' Hierber gehört anch die von C. Neumann, De problehiate quodam mechanico^ quod 
ad primam inlegralium uliraelUpHcarum classein revocatur, Regiomonti 1856, behandelte 
Bewegung und andere. 

' Vgl. Weierstrass, Dber eine Oattung rfiell periodischer Funciionen, Berlioer 
HoDatsberiohte, 1866. Hierber geböreD eine ganze Reibe von Bewegungen; vgl. Russell, 
On ihe occurence ofihe higher transcendenis in ceriain fnechanical problems» Tbe messenger 
of matbematics, ncw series, vol. 7 — 8; Gbebnsill, On the motion of a top and allied 
problems in dynamics, Quarterly journal of matbematics, vol. 15; und andere. 
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SUR LES SURFACES POSSÉDANT LES MÉMES PLANS 

DE SYMÉTRIE 

QUE L'UN DES POLYÉDRES RÉGULIERS* 



PAR 

L. LECORNU 

A CAEN. 



Premier e partie. Théarie générale. 

1. Pour. former Téquation générale des surfaces qui jouissent d'une 
symétrie déterininée, on peut employer une méthode synthétique dont 
voici le principe. Prenons un systéme quelconque de coordonnées ponc- 
tuelles, et soient a, ^, y les valeurs de ces coordonnées pour un point 
arbitrairement choisi. Imaginons que, par un inoyen ou un autre, on 
soit parvenu a trouver trois fonctions Lj 3f, iV de a, /ij j^j qui de- 
meurent invariables lorsqu'on passé du point considéré a tout autre point 
déduit de celui-la d'aprés la symétrie considérée. Les surfaces L = Con- 
stantSj M = Consfante, N = Constante^ jouissent évidemment de cette sy- 
métrie, et il en est de méme de toute surface, ou tout groupe de sur- 
faces, représenté par Téquation ^{L^ Mj N) = o^ p étant une fonction 
quelconque. Inversement, si a, jij y peuvent s'exprimer en fonction de 

' Cc mémoire est le resumé d^un travail auqnel 1 Académie des sciences de Paris, 
dans sa séance solennelle du 27 Décenibrc 1 886, a bien voulu décerncr une mention ho- 
norable. Le debut a élé légércment rcmaiiié, on vue de préciser la portée de la méthode. 

Aeim mmtktwtmtitm. 10. Imprimé le 13 Julllet 1887. 26 
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• 

Ly M, Ny réquation jr = o comprend toutes les surfaces répondant a 
la question; car, d^aprés Thypothése méme que nous faisons, n'iinporte 
quelle surface peut se représenter par Téquation jr = o, et ceci s'ap- 
plique en particulier aux surfaces cherchécs. Mais en general, si la 
fonctiDn jr est choisic au hasard, Téquation j^ = o ne représente pas une 
surface unique; elle fournit un certain nombre de surfaces dont chacune, 
prise isolément, est dépourvue de la symétrie demandée, et qui, par leur 
réunion, composent un ou plusieurs groupes symétriques. Le caractére 
propre des surfaces symétriques consiste en ce que chacune d^elles rem- 
place ä elle seule un de ces groupes. Pour éclaircir ceci par un exemple 
simple, supposons qu'on cherche, dans un plan, les courbes symétriques 
par rapport ä deux axes rectangulaires oa?, oy. En prenant a;* + y* = 2A 
x^ — y* = 23f, on a deux fonctions L et M qui ne sont pas altérées par 
le changement de signe des variables, et l'on est conduit a représenter 
les courbes cherchées par Téquation f(^*+y^ ^* — y*) == o* Si Ton 
veut mettre sous cette for me la droite y = mx^ on trouve 

{x* + ?/)(! - »»*) - {X* - y^)(i + *»') = o. 

Cest un groupe de quatre droites, comprenant la droite considérée. S'il 
8'agit de la conique Ax^ + By^ = i, Téquation j? = o devient: 

(A'x' — Byy — 2A'x' — 2BY -f I = o. 

Elle représente alors les quatre coniques + Ax^ ± By^ = i, parmi les- 
quelles figure la conique donnée, et dont chacune posséde séparément la 
symétrie voulue. 

Si les trois surfaces L = Const.f M = Cmist, N = Const. ont un 
nombre de points communs exactement egal au minimum exigé par la sy- 
métrie, toute surface algébrique symétrique peut se représenter isolément par 
une équation f>{L, M, N) = o, entiére en L, M, N. Ce théoréme fon- 
damental s^établit de la maniére suivante. Soient: 

(O ^^ =/i(^^ 1/y ^) 

(2) M = f^{x, y, z) 

(3) ^' = fA^y y^ ^) 
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les valeurs de L, M^ N^ en coordonnées eartésiennes, et soit: 

réquation d'une surface algébrique symétrique. Nous supposons que 
f\j ^j /1 5 ^ sont des ibnctions entiércs. L'équation: 

(4) • • F(rr, y, z)==h 

011 h est une constante arbitrairc, représente unc surface également sy- 
métrique. Entré les équationg (i), (2), (3) et (4), éliminons Xy y, z. 
Nous parvenons ä une équation entiére V''(^> -^^y ^9 ^) = ^' exprimant 
la condition nécessaire et suffisante pour que les quatre équations ad- 
mettent un systéme de solutions communes. Je dis que ¥•* est du premier 
degré en Ä; en effet, par hypothése, les équations (i), (2), (3) n'ont pas 
d'autres solutions communes que celles qui résultent de la symétrie, et 
toutes ces solutions donnent a ä la méme valeur; il ny a donc quune 
seule valeur de h compatible avec les valeurs attribuées ä jL, My N. 

Ceci pose Téquation ¥** = o peut s écrire h = ^ ' ' ^ , f> ot (o étant 

deux fonctions entiéres; et, par suite, Téquation F = o équivaut, au moins 
pour les points a distance finie, k ^{L, My N) = Oy ce qui demon tre la 
proposition. ^ 

2. Nous somraes ainsi conduits a la recherche des fonctions L, 
My Ny que nous désignerons désormais sous le nom d^éléments symétriques. 
Commc tous les plans de symétrie d'un polyédre régulier passent par un 
meme point (qu'on peut appeler Vorigine du systéme), le carré de la 
distance d'un point quelconque a celui-lä fournit un premier element, 
auquel nous donnerons le nom d'élément sphérique et que nous repré- 
senterons par L. En coordonnées rectangulaires, L = x^ -^-y^ + z^. Nous 
entendrons par sphére centrale une sphére ayant son centre ä Torigine. 
Pour former les autres elements, considérons un systéme de plans P^, P,, 
. . . , P^ passant par Torigine et formant une figure douée de la sy- 
métrie voulue. Supposons qu*aucun d'cux ne colncide avec les plans de 
symétrie, et soit Q Tun de ces derniers. Les plans P sont groupés sy- 

^ Ce théoréme ne figarait pas daos le mémoire préseDté & rAoadémie des sciences. 
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inétriquement de part et d^autre du plan Q. Si I\ et 1\ se corre^pon- 
dent de cette fa^on, les trois plans P^, P^, Q se coupent suivant une 
méme droite qui dans la figure i, est placée perpendiculairement au plan 

du tableau. 

Soit M un point quelconque, soit M' son symé- 
trique par rapport a Q. En abaissant les perpen- 
diculaires MAy MB, M'A, M'E sur P^ et P„ on a, 
en grandeur absoluc: 

MA X MB = M'A X M'B\ 

Cette relation est également vraie en signe: car, si 
M et M' sont de ménie coté par rapport a P, , ils sont 
aussi de méme c6té par rapport a P^ et alors MA est 
de méme signe que M'B'\ MB^ de méme signe que M'A' . Si au con- 
traire M et M' sont de cotés différents par rapport a P^, ils sont aussi 
de cötés différents par rapport a P^ et, dans ce cas, MA et M'B' sont 
de Signes contraires, ainsi que MB et M'A\ 

Si done on forme le produit des distances du point M ä tous les 
plans P, ce produit conserve méme grandeur et méme signe quand on 
remplace M par son symétriquc relatif a Q, La méme chose a lieu 
quel que soit le plan de symélrie Q. Par conséquent: le produit des di- 
stances d'un point quelconque aux plans P est un element symétrique. Par 
suite, il suffira de chercher les deux systémes les plus simples de plans 
P et de former les produits correspondants, pour avoir les deux nouveaux 
elements M et N dont nous avons besoin. 

Nous avons admis que le systéme-des plans P ne comprenait pas 
de plans de symétrie. Gette restriction est nécessairc, car on voit sans 
peine que, si le plan de symétrie Q fait partie des plans P, le produit 
des distances a ces plans change de signe quand on substitue a un point 
son symétrique par rapport ä Q. Mais on éviterait ce changement de 
signe en considérant le plan Q comme representant deux plans P con- 
fondus, et introduisant par suite le carré de la distance au plan Q. 

Il est aisé de fixer une limite inférieure de la somme des degres m 
et n des elements M et Nj exprimés en coordonnées cartésiennes. En 
effet, ces deux elements, joints a Télénient sphérique -L = o?^ + y^ + ^^ 
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doivent former un syst^me indépendant, 

avoir, identiquement: 

dL dL dL 



autrement dit, on ne doit pas 



dx 


^y 


dz 


dM 


dM 


dM 


dx 


9'J 


da 


3N 


dN 


dN 


dx 


9y 


dz 



O. 



On peut toujours s'a8surer que ceci n'est pas une identité, et 1 equa- 
tioii précédente représente alors la surface, lieu des points pour lesquels 
les trois surfaces L = Const,, M = Const., N = Const. ont des plans 
tangents passant par une méme droite. Le lieu est un cone de degré 
m + n — I, ayant son sommet a Torigine, et comprenant tous les plans 
de symétrie, puisqu'en un point quelconque de Tun de ces plans les plans 
tangents aux trois surfaces passent évidemment par la normale au plan. 

Il résulte de la que le noinbre w + n — i est au moins egal ä celui 
des plans de symétrie. S'il lui est exactement egal, le cone dont il 8'agit 
se réduit aux plans de symétrie, et, en dehors de ces plans, les trois 
systémes de surfaces L = Const., M = Const, N = Const, sont aptes ä 
constituer un systéme de coordonnées. 

Pour chaque type de symétrie, il y a deux elements non sphériques, 
M et Ny de degres minima, nous les appellerons les élénietits simples, 
On peut appeler elements complexes les elements symétriques qui ne sont 
ni sphériques, ni simples. 

3. Une surface est dite élémentaire quand son équation dépend d'un 
seul element, simple ou complexe. Cette équation est donc de la forme 
31 = Const., . . . , et elle exprime que le produit des distances de chacun 
des points de la surface ä K plans fixes concourants Pj, P,, Pg, . . . , P^ 
est constant. Une telle surface posséde un certain nombre de propriétés, 
indépendantes de la disposition symétrique des K plans, et que nous nous 
bornerons a énoncer. Elle est asymptotique aux £ plans. Pour con- 
struire sa normale en un point, il suffit d*abaisser de ce point les per- 
pendiculaires sur les plans asymptotiques, et de les limiter ä leur point 
de rencontre avec un plan mené par Torigine perpendiculairement au 
i:ayon vecteur du point considéré. La résultante géométrique des K 



\ 



206 L. Lccornu. 

(Iroites uinsi obtenues donne la direction de la normale. Le j)roduit des 
distances interceptées, a partir d'un poiiit de la surface, sur une droite 
de direction arbitraire, mais fixe, par les plans asymptotiques, a une va- 
leur constante. On en conclut que tout point M de la surface est un 
point central pour le systéme de points déterminé par les plans asymp- 
totiques sur une tangente quelconque de la surface au point M. On en 
conclut aussi que les directions asymptotiques sont imaginaires, et par 
suite que les deux courbures d*une surface élémentaire sont toujours de 
méme sens. Ceci reste vrai lors méme que les plans P ne sont pas con- 
courants, par exemple lorsque ce sont les faces d'un polyédre régulier. 

La transformée d'une surface élémentaire par polaires réciproques, 
relativement a une sphére ayant son centre a Torigine, peut étre con- 
sidérée comme Tenveloppe d'un plan qui interceptc sur K droites fixes 
concourantes (les normales aux plans asymptotiques) a partir de leur 
point de rencontre, K longueurs don t le produit soit constant. Chaque 
plan tangent a la surface réciproque la touche au centre de gravité du 
systéme de points déterminé par ses intersections avec les K droites fixes. 
Les directions principales sont )es axes d^inertie principaux de ce méme sy- 
stéme. La somme des rayons de courbure principaux varie en raison in- 
verse de la distance du plan tangent a Torigine, et en raison directe du mo- 
ment d'inertie du systéme des points d^intersection, par rapport a la normale. 

4. Les courbes résultant de Tintersection des surfaces élémentaires 
symétriques avec les sphéres centrales présentent une importance parti- 
culiére; nous leur donnerons le nom de sphérosymétriques. Les sphéro- 
symétriques provenant des surfaces élémentaires d'une méme famille, et 
placées sur un méme cone central, sont évidcmment homothétiques; on 
peut aussi les déduire les unes des autres au moyen d'une transformation 
par rayons vecteurs réciproques. Dans la transformation par polaires 
réciproques relativement a une sphére centrale les points d'une sphéro- 
symétrique ont pour correspondants les plans tangents a une sphére le 
long d'une sphérosymétrique homothétique a la premiére. Ces plans en- 
veloppent une développable symétrique, circonscrite a la fois ä une sphére 
et a la réciproque de la surface élémentaire qui contient la sphérosymé- 
trique. D'aprés ce qui a été dit a larticle précédent, la ligne de con- 
tact de la développable avec la surface réciproque est une courbe le 
long de laquelle la somme des rayons de courbure principaux de la 
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développable varie proportionnellement au moment d^inertie, par rapport 
a la normale, du systéme de points formé par les intersections du plan 
tangent avee les normales ä Torigine aux plans asymptotiques. Les 
lignes de courburé de la développable sont sphériques, et, comme elles 
résultent de rintersection de deux surfaces (la développable et la sphére) 
douées de la méme symétrie, elles partagent évidemment cette symétrie. 
L'aréte de rebroussement est, d^aprés uti théoréme bien connu, ligne 
géodésique d'un cone central; cette aréte, et le cone lui-méme, jouissent 
aussi de la symétrie considérée. 

Si n est le degré de la surface élémentaire, les sphérosymétriques 
correspondantes sont du degré 2n. D'aprés les formules connues^ la 
développable formée par les plans tangents a la sphére le long d'une 
sphérosymétrique est caractérisée par les données sui Vantes: 

Classe (nombre de plans tangents passant par un point donné) v = 2n 

Rang (degré de la développable) r = 2n^ 

Nombre de plans stationnaires a = o 

et la connaissance de ces données suffit pour déterminer tous les autres 
elements de la surface. Sans insister sur ces détails, voyons seulement 
quelle est Tinfluence de la symétrie supposée. Les génératrices de la dé- 
veloppable rencontrent a angle droit la sphérosymétrique le long de 
laquelle elles touchent une méme sphére. D^ailleurs, chaque plan de 
symétrie coupe orthogonalement cette sphérosymétrique en 2n points, 
situés sur une circonférence. Par chacun d*eux passé une génératrice 
située dans le plan de symétrie, et tangente a la circonférence. On a 
ainsi 2n droites d'intersection du plan de symétrie avec la développable. 
La section, étant du degré 2n' comprend, en dehors de ces 2n droites, 
une courbe d'ordre 2n(w — i). Le long de cette courbe, la développable 
ne peut rencontrer normalement le plan de symétrie, sans quoi el le se 
réduirait ä un cylindre. Nous avons donc en réalité alfaire ä une ligne 
double de la développable: son degré est seulement n{n — i). Elle posséde 
un point de rebroussement en chacun des points oii elle rencontre Taréte 
de rebroussement. Il est facile d'en calculer le nombre. En effet le 
degré m de l'aréte est egal a 3(r — v) ou a 6n{n — i). Chacune des 
2w génératrices situécs dans le plan de symétrie est tangente a Taréte 

* Voir notamment le Traité de géomélrie analytique de Salmon. 
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de rebroussement; par raison de sy métrie, elle touche évidemment celle-ci 
en un point de rebroussement. L'aréte de rebroussement posséde ainsi 2w 
points de rebroussement dans chaque plan de symétrie. Chacun de ces 
points correspond a trois points de rencontre de Taréte avec le plan de 
symétrie. Il reste done dans le méme plan, 6M(n — i) — 6n = 6n(» — 2) 
points de rencontre, qui sont situés sur la ligne double et se réduisent ainsi 
a 3n(w — 2) points distincts; tel est le nombre des points de rebroussement 
de la section, déterminée par le plan de symétrie. Par exemple, pour 
n = 3, la section est une sextique ayant 9 points de rebroussement. 

Considérons maintenant un plan sécant quelconque P. Il coupe la 
surface développable qui nous occupe suivant une courbe d'ordre 2n'. 
Sa trace sur un plan de symétrie rencontre la ligne double contenue 
dans celui-ci en «(n — i) points qui sont des points doubles de la section 
faite par ce plan P. Si p est le nombre des plans de symétrie, on 
connait ainsi pn[n — i) points doubles. Mais, d'aprés les formules ge- 

nérales, le nombre des points doubles doit étre egal a -r{r — 2) — -m 

ou bien 2n\n^ — 1) — Sn(n — i). Si donc p est inférieur a 

2M*(n' — i) — 8/i(m — 1) 
n{n — I ) 

c est a dire a 2(n^ + w — 4), la surface développable posséde des lignes 
doubles en dehors des plans de symétrie; on s'assure facilement que tel 
est toujours le cas. Outre les 2»(n^ — 5^ + 4) points doubles qui vien- 
nent d'étre indiqués, la section posséde 6n(n — i) points de rebrousse- 
ment situés sur Taréte de rebroussement. 

On peut également étudier la surface développable formée par les 
tangentes a une sphérosymétrique. Son degré r est le méme que celui 
de la réciproque de cette courbe, c'est a dire 2n^. Uaréte de rebrousse- 
ment est du degré m = 2n, et elle n'a généralement pas de points 
doubles. Ici, les plans de symétrie ne contiennent pas de génératrices, 
et rencontrent la surface suivant des courbes d'ordre n*. Le nombre des 
points doubles d'une section quelconque est 4n\n^ — 2). pn^ de ces 
points sont, comme précédemment, dans les plans de symétrie, et, comme 
p se trouve toujours inférieur a 4(n^ — 2), il y a nécessairement des 
lignes doubles en dehors des plans de symétrie. 
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5. Nous eiitendons par surfaces hinaires celles qui dependent dé 
deiix elements seulement, y compris rélémeiit sphérique. Leur équatiöti 
est donc de la forme 

(i) . F{L, M)^o . 

• * . ■ 

L étant Vélément sphérique x^ + ?/^ + ^^ et My 1 element d ordre w, 
egal au produit des distances du point x^ y, z aux plans P, , P,, ..., P^, 
Nous admettrons que ces plans sont distincts, et nous les appellerons plans 
directeurs. Toute surface élémentaire M = Const. coupe la surface^ bi: 
naire considérée suivant une ou plusieurs courbes sphériques, qui sont. des 
sphérosymétriques d^ordre 2m, En écrivant quc Téquation (i), considérée 
comme équation en Jf , a une racine double, on obtient certaines valeurs 
de jL, déterminaat les sphérosymétriques le long de chacune desquelle^ 
la surface binaire est touchée par une surface élémentaire. En* faisant 
3f .= o, on obtient une équation en L déterminant les rayons de di- 
verses sphéres qui coupent chacune la surface suivant m cercles situés 
dans les plans directeurs; nous les appellerons les sphéres directrices. 
Chacune delles est touchée par la surface aux m{m — i) points oii elle 
est rencontrée par les arétes d^intersection des plans directeurs pris deux 
a deux. S'il y ^ p sphéres directrices, chaque plan directeur coupe la 
surface suivant p cercles, et la surface posséde ainsi pm cercles. 

L'équation homogéne M^ — AL"* = o, oii A est une constante, re- 
présente un cone central d'ordre 2m. Ce cone rencöntre la surface 
suivant des sphérosymétriques situées sur les sphéres déterminées par- 
Téquation ^ V 



m 



(2) . F{L, L'iA) = o. . _ 

Si lon choisit A de telle fa^.on que cette équation en L ait une racine 
double A, le cone central touche la surface le long d*une spliérosymé-^ 
trique située sur la sphére L = X. Cette sphére coupe orthogonalement 
la surface binaire, qui admct par suite comme ligne de courbure la 
sphérosymétrique d^intersection. 

Supposons en particiilier que la surface soit algébrique, et que 

Aeta mathematiea, 10. Imprlmé le 19 Juillet 1887. 27 
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rélémént M entré au premier degré dans son équation, que nous écrirons 
alors: 

(3) ^1^ = 7^!' 

^ et ^ étant des polynömes de degres j) et (/, sans racines communes. 
Les p sphéres directrices ont pour rayons les racines carrées des racines 
de f>(Z) = o. Les q sphéres <p{L) = o ne peuvent rencontrer la sur- 
face qu'a Tinfini, et n'ont avec celle-ci aucun point réel commun. Si 
donc elles sont reelles, elles partagent Tespace en regions telles qiie la 
surface ne peut passer réellement de Tune dans Tautre. L'équation (2) 
prend ici la forme: 



m 



v'/lL^^(L) — jp(7>) =0. 



Pour une racine double L, on a: 



^ v^ />" ' ^'(7.) + sA r' ,p\L) - <f'{L) = o, 



d'ou, en éliminant A: 



m 



(4) j^WHL) + Lf{L)^{L) - Lf{L)4'{L) = o. 

équation qui est généralement du degré jm + j en i. Par conséquent il 
y a i^ + ? sphéres centrales orthogonales ii la surface binaire représentée 
par réquation (3). 

Un cas tres important est celui oii ([^{L) se réduit ä une constante. 
On a alors M = <f{L)y et la surface est le lieu des points dont le produit 
des puissances par rapport ä p sphéres concentriques est proportionnel 
au produit des distances a m plans concourant au centre de ces sphéres. 
Pour (!haque type de symétrio, la surface générale du degré le plus bas 
poftsible est représentée par une équation de cette nature. Car, si M est 
Télément non sphérique le plus simple relatif ä la symétrie considérée, 
en prenant pour jr (i) un polynöme de degré egal au plus grand entier 

contenu dans -- on obtient évidemment la surface de degré minimum. 

Pour étudier ce cas, il suffit de supposer <? = o, et alors on voit que le 
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nombre deg sphéres orthogonales est précisément egal au nombre dee 
sphéros directrices. De plus, lequation (4) se réduit a: 

(5) m^{L) — 2Lif\L) = o. 

Cette équation est en general du degré ^, et ses racines sont entiére- 
nient dét^nninées par celles de ^{L). On voit donc que: 

Les surfaces M = Cf{L)j oii M est un element syraétrique dordre 
m, O une constante arbitraire et ^{L) un polynörae de degré ^ en X, 
förment un faisceau contenant mp cercles fixes, situés a Tintersection 
des m plans directeurs avec les p sphéres directrices; ce faisceau coupe 
orthogonalement p sphéres fixes, concentriques aux premiéres. 

Il y a cependant une exception lorsque le degré de l'équation (5) se 
trouve abaissé au dessous de p. Cette circonstance se produit si w= 2ji, 
c'est-a-dire si le nonjbre des plans directeurs est egal a deux fois celui 
des sphéres directrices. Alors les sphéres orthogonales sont au nombre 
de |) — I seulement; la derniére est rejetée ä Tinfini. 

Quand il y a deux sphéres äirectrices confondues en une seule, 
^[L) = o et (f\L) = o ont une racine communé, qui vérifie Téquation 
(5). La sphére directrice est donc dans ce cas orthogonale a la surface, 
et, comme elle doit généralement toucher la surface en m{m — i) points, 
il en résulte que la surface posséde, sur cette sphére, w(m — 1) points ou 
le plan tangent est indéterminé: c'est-a-dire m{m — i) points nodaux. 

6. Toute surface symétrique dont Téquation peut se mettre sous 
la forrae: 

(^ désignant une fonction homogéne des trois elements symétriques, et 
<p, une fonction de Télément sphérique dont le degré par rapport aux 
coordonnées soit inférieur ä celui de jp), jouit également de la propriété 
de rencontrer orthogonalement un certain nombre de sphéres centrales. 
En effet, pour exprimer quun plan tangent: 

xf: + ¥f; + zf: + Tf/ = o 

représenté par une équation rendue homogéne, passé par lorigine, il suffit 
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de poser la coiidition // = o. Or cette condition, d^aprés l'hypothése 
admise, dépend uniquenient de réléinent sphérique; elle détennine donc 
les rayons d'une ou de plusieurs sphéres orthogonales a la surface sy- 
iiiétrique, On voit en outre que, si la surface a des points nodaux, ses 
points, devant vérifier la condition /)' = o, appartiennent a l*une des sphéres 
orthogonales, et par conséquent a Tune des lignes de courbure sphériques. 

7. Lorsqu^une surface- binaire contient une droite reelle, celle-ci 
coupe les m plans dirccteurs en m points réels, qui se trouvent néces- 

sairement sur les sphéres directrices. Il faut donc que — sphéres direc- 

trioes au moins soieiit reelles. Reinarquons de plus que le plan mené 
par la droite et par Torigine coupe ces sphéres suivant des cercles con* 
cenlriques, et les plans directeurs suivant des rayons aboutissant aux points 
de rencontre de la droite avec les cercles. Les traces des plans direc- 
teurs sont dottc symétriquement disposées de part ^et d^autre du rayon 
perpendiculajre a la droite. Cela n'est en general possible que si ce 
rayon est la trace d'un plan de symétrié perpendiculaire a la droite. 
Donc les droites reelles de la surface sont perpendiculaires aux plans de 
symétrié. Ce raisopuement n'est nullement applicable aux droites imagi- 
uaircts, pour lesquelles les considérations de symétrié n apprennent plus 
rieii. On peut s'en convaincre en reniarquant que, dans un plan, les 
deux droites ;r^ -l y^ == o förment un systéme doué d'une infinité d axes 
de symétrié, ce qui serait absurde pour des droites reelles. 

Réciproquement, si on considére une droite reelle perpendiculaire a 
un plan de symétrié, et une surface binaire d'ordre J5l, dont Téquation 
V{Lj M) = o renferme un nombre n de coefficients arbitraires supérieur 

a — , on peut déterminer ces coefficients de fa^on que la surface passé 

par n points de la droite, placés d'un méme cété du plan de symétrié. 
La surface passera alors par 2n points de la droite, et contiendra par 
suite cette derniére ainsi que toutes celles qui lui correspondent par sy- 
métrié. 

8. Des qu'on est en possession d'une surface pourvue des plans de 
symétrié d'un polyédre régulier, on peut imaginer une infinité de trans- 
formations qui n^altérent pas sa symétrié. On peut, par exemple, em- 
ployer la transformation par rayons vecteurs réciproques ou par polaires 
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réciproques relativeiuent a une sphére centrale. On peut aussi considérer 
le lieu des point8 doiit la somiiie ou la différence des distances a la 
^urface et a une sphére centrale est constant; on obtient ainsi une surface 
uouvelle douée évidemment de la niéme syniétrie que la preniiére. En 
faisant varier la soinme ou la différence considérée, on réalise une double 
fainille de surfaces syinétriques orthogonales. 

9. Les polyédres réguliers convexes sont au nonibre de cinq; niais, 
si Ton tient compte seulement de leur genre de syniétrie, ils se rame- 
nen t a trois types: 

I®. Symétrie tétraédrique (le tétraédre), 
2**. )) cuboctaédrique (rhexaédre et Toctaédre), 

3*^. D icosidodécaédrique ^ (le dodécaédre et Ticosaédre). 

Le premier type dérive du second par dispari tion d'un centre de 
symétrie (hémiédrie). Les polyédres réguliers non convexes appartien- 
nent tous au troisiéme type. 

Nous étudierons successivement les surfaces qui se rapportent aux 
trois types, en supposant essentiellement que les coefficients de leurs équa- 
tions sont réels. 



Deuxtéme partie. Surfaces du type tétraédriqtie. 

9. Le type tétraédrique est caractérisé par six plans de symétrie 
perpendiculaires deux a deux; ce sont les plans menés par les six arétes 
du tétraédre et par le centre de la sphére circonscrite. Leur existence 
entraine celle de quatre axes ternaires (les quatre hauteurs) et de trois 
axes binaires, rectangulaires deux ä deux, joignant les milieux des arétes 
opposées. Il n'y a pas de centre de symétrie. 

Prenons comme axes de coordonnées les trois axes binaires, et, pour 
fixer les idées, supposons Taxe des z vertical. Les trois plans de coor- 
données, que nous appellerons plans principauXy jouissent alors de la sy- 
métrie du systéme, et, comme ils sont distincts des plans de symétrie, le 

* Ces dénominations sont empruntécs aux rechcrches de M. Jordan sur les po- 
lyédres (Journal de Crelle, t. 68, i868). 
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produit M = xyz des distanees d'un point quelcoiique ä ces troia plans 
nous donne un element syinétrique. Le produit N des distanees d*un point 
aux quatre plans inenés par Toriginp perpendiculairement aux axes ter- 
naires fournit le second element dont nous avons besoin. Ces quatre 
plans ont i>our équations: x + y ±. z = o. On peut donc, en négligeant 
un facteur constant, poser: 

:n :^ —{x-\r y + z){jc + y — ^){^ — U + ^)(— ^ + y + •^) 

« 

= -^^ + y^ + z^ — 2//'^^ — 2^^t•*^ — 2x'y* 
et Téquation générale des surfaces cherchécs se trouve mise sous la forme; 
cr{x^ + y^ + z^ — '^y^z^ — 2z'^x^ — 2.4;*''//^, xyz, x^ + y'^ + z^) = o. 
En vertu de ridentité: 

X* + 1/^ + ^^ — ^y^z'^ — 2z'\c^ — 2x'^y'^ 
= {x' 4- !/' + zj - A{'f^' + z'.»' + x.hf), 
la méme équation peut s'écrire: 

ip[y'z'' + z\v^' + x'y\ xyz, x' + //' + z') = o 

ou 

;? 0^' + //* + ^\ ^^yz, .r' + y'' + z') = o. 

Les degres des elements sont tu = 3, w = 4, d'ou m + n — i =6, 
ce qui est précisément le nombre des plans de symétrie. Ce resultat 
Concorde avec ce qui a été dit au n° 2. D'ailleurs, il est evident que 
les valeurs des trois quantités: 

X •\' y* '\' z = a 

x^y^ + y^^^ + ^^^^ = i^ 

xyz = tv 

peuvent servir a fixer la position d'un point dans Tespace avec Tindé- 

termination nécessitée par la symétrie tétraédrique; si Ton forme en efifet 

Téquation en S 

S' — uS'' + vS — w' = o, 
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les trois racines, rangées arbitrairement, donnent les valeurs de rr^ ?/^ z^^ 
soit en tout six solutions. Si Toii choisit en outre les signes de ir, y, ;? 
de maniére a vérifier Véquation ^fz = Wy on parvient a un groupe de 
24 pointÉi répondant a la symétrie tétraédrique. 

10. La surface tétraédrique la plus Simple est, apres la spjiére, 
la surface cubique qui a pour équation générale: 

.vyz^ A{:x' + !l' + z') + B = o. 

Par ehaque point de cette surface passé une sphérosymétrique du 
^éme Qi^^jre, et une seule. D^ailleurs, les deux plans, réels ou imaginaires 
menés parallélement a xoy^ a une distance z de rorigine déterminée par 
la condition Az*^ + B = Oj coupent chacun la surface suivant deux droitea 
représentées par Téquation 



Ä{x'+y') + Xi,s/-^=o 



Ces deux droites rencontrent Taxe des ^, et la connaissnnce d'une seule 
d'entre elles suffit pour déterminer complétement la surface. On peut 
donc di re que: 

La surface cuhique symétrique est engendrée par une sphérosymétrique 
du ö^"** ordre assujettie a s'appuyer constamment sur une droltey reelle ou 
imaginaire, qui renconfre orthogonaJement Vun des axes hinaires. 

Une sphérosymétrique du 6^^^ ordro a pour équations: 

^' + y^ + z'^ ^- Cofist.j 
xyz = (Jo7ist. 



On tire de la: 



dx dy dz 

xiy^ — z*) ^' ?/(«" - Tr*) ^ z(x^ — f) 



Cette courbe renoontre orthogonalemont uno surface définie par Téquation 
différentielle: 

xdx^y^ — z^) + !/f^!f{^^ — ^^) + '^dz(;x'^ — y^) — o 
dont rintégrale peut s^écrire: 

(O a^' + /?/ + r^' = o 
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a, y9, ;- étant trois constantes dont la som me ost nulle. On déduit de 
la que: 

Les sphérosymétriques du 6*"** ordre sont les U^ajectoires orthogonahs 
des cones du second ordre passant par les quatre acces ternaires; par cotisé- 
quenty celles qui sont tracées' sur une méme sphére sont les trajeetoires ortho- 
ffonales de coniques sphériques passant par quatre points fixes d'un méme 
henmphére. 

On sait ' que les coniques sphériques circonscrites ä un quadrilatére 
rectiligne imaginaire de la sphére sont des courbes telles que, pour chaeune 
d^elles, il y a un rapport constant entré les distances de ses points a deux 
diamétres fixes 2), A, et que cette >famille de courbes a pour trajeetoires 
orthogonales les courbes, lieux des points M pour lesquels les grands 
cercles MD^ MA font un angle constant. Ges trajeetoires orthogonales 
sont des cycliques, transformées par rayons vecteurs réciproques d ellipses 
de Cassini. Si, dans le cas des sphérosymétriques qui nous occupent, on 
remplace y par — y. Ton a ^ = « + y9, et la relation (i) devient: 

,(,c' + ^') + fiijf' + z') ■■= o. 

Elle exprime alors que le rapport des distances de la conique sphé- 
rique aux deux axes ox, oy est constant, et Von ren tre ainsi dans le 
oas précédent. On parvient au méme resultat en rempla9ant z pnr iz, 
sans changer y\ de lä un rapprochement intéressant entré les sphérosymé- 
triques et une classc de cycliques sphériques. 

La surface cubique contenant en chacun de ses points une sphéro- 
symétrique, on vöit que: 

La surface cubique symétrique rencontre orthogonalement fous les cones 
du second ordre circonscrits aux axes ternaires. 

Gette propriété subsiste pour les surfaces binaires d'ordre supérieur 
dont réquation dépend des deux premiers elements, .r' + //^ + ^'^ et xyz. 
Le troisiéme element convient, conrime on le verra, aux surfaces du type 
cuboctaédrique aussi bien qua celles du type tétraédrique. On peut 
donc dire que son absence caractérise une surface appartenant purement 
au type tétraédrique, et énoncer alors ce théoréme: 



* Voir Touvrage: Sur une classe remarquahle de courbes et de surfaces algéhriqnes 
(Mém. de la société des sciences de Bordeaux, 1870 — 1873) par M. Darboi:x. 
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Toute sttrface appartenant purement au type tétraédrique est trcyectoire 
orthogonde des cones du se^ond ordre circonscrits aux axes ternaires. 

On achéve de déterminer la surface en se donnant une courbe, par 
exemple une section horizontale. La surface est cubique, cornme on Ta vu 
précédemment, si elle contient une droite rencontrant a angle droit T un 
des axes binaires. \ 

11. Les équations différentielles d'une sphérosyinétrique peuvent 



8'écrire: 



xdx + ydjf + zdz = o, 

dx , dy , d» 
— + -^ + - = O. 
X y z 

La tången te en un point est donc perpendiculaire a la fois au rayon 
vecteur issu de Forigine, et a la droite, lieu des points dont les coor- 

' » I I j 
données sont proportionnelles a -, -, -. Cette droite peut étre appelée 

Vinverse de celle qui colncide avec le rayon vecteur. En outre, les sphé* 
rosymétriques fencöntrant la droite inverse ont également, a leurs points 
de rencoiitre, des tangenteö perpendiculaires au plan des deux droites. 
Tout plan mené par Torigine contient, comme il est aisé de le voir, 
deux droites inverses Tune de Tautre et deux"séuleTnent. Chacune d'elles 
rencontre une surface cubique symétrique en trois points, et, en chacun 
de ces points, le plan tangent est normal au plan considéré. Par con- 
séquent: 

Tout pJan mené par Vorigine est normal å une cubique symétrique en 
six pointSy situés sur deux droites inverses. ; • ' ; . ' : 

12. La sphére, reelle ou imaginaire, dont le rayon a vérifie la 
relation Aa^ + B = o, coupe la surface suivant trois grands cercles situés 
dans les plans principaux. On peut distinguer deux genres de surfaces 
cubiques symétriques, suivant que cette sphére est reelle ou imaginaire. 
Comme cas intermédiaire il y a celui d'une sphére directrlce évfinouis- 
sante; la surfaée posséde alors un point isotrope a lorigine. En mettant 
en évidencé le rayon de la sphére directrice, nous écrirons réquation sous 
lä forme: 

■ - • • • • ■ . 

2xyz — h{x^ + y^ + ^^ — ^^) = o. 

Aetm mmiktmatica. 10. Imprimé le 14 Juillet 1887. 28 
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Comine on est maltre de rorientation des axes, on peut toujours supposer 
que b est positif. 

1 3. L'équation précédente dépendant seulement de deux constantes, 
il est evident que toute équation representant une surface cubique douée 
de la méme symétrie que le tétraédre régulier, et contenant deux con- 
stantes arbitraires, doit conduire ä des Resultats identiques. Chacune de 
ces formes d'équation correspond a un mode de generation des surfaces 
cubiques symétriques. Par exemple, si on appelle tj Uj v, to les distances 
d'un point aux quatre faces d'un tétraédre régulier dj5 hauteur ä, comp- 
tées toutes positivement lorsque le point est a Tintérieur du tétraédre, et 
si Ton écrit, en appelant m une constante: 

t^ + u' -f. v» + m;' = m' 
avec la condition évidente: 

la surface ainsi représentée en coordonnées tétraédriques ne peut différer 
de la cubique symétrique; car son équation dépend des deux constantes 
m et Ä. Un calcul facile conduit en effet de Téquation cartésienne: 

2xyz — h{pr^ + V^ + ^^ — ö') = o 

a Téquation tétraédrique: 



t^ + u' + v' + w'='^ (a' + ^ b^y 



>/3 
pourvu que la hauteur h du tétraédre soit prise égale a ~r . 

Il résulte de la que: 

La cubique symétrique est le lieu des points tels que la somme des cubes 
de leurs distances aux quatre faces d'un tétraédre soit constante. 

Le tétraédre ainsi déterminé mérite spécialement le nom de tétraédre 
de référence. Il y a lieu d'observer que la hauteur ä du tétraédre, et 
par conséquent toutes ses dimensions, sont indépendantes du rayon a de 
la sphére directrice. On peut donc dire qu'une surface cubique symétrique 
est déterminée par les dimensions de sa sphére directrice et de son té- 
traédre de référence. Le paramétre b est egal a la distance des arétes 
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du tétraédrc au ccntrc de la sphérc, ou^ si Ton veut, a la inoitié de la 
plus courte distancc de deux arétes opposées. 

On doit ä Sylvester la forme canonique de Téquation générale des 
surfaccs du 3**"® degré: • 

équation dans laquclle /, u^ v^ Wy cd sont Ics distances d'un point de la 

surface ä cinq plans, et a, y9, ^, <?, s sont des coefficients arbitraires. 

Sylvester a en outre annoncé, et Clebsch a démontré que, pour une 

surface donnée, la réduction ne peut se faire que d'une seule maniére. 

Ce qui précéde montre que, dans le cas des cubiques symétriques, le 

pentaédre de référence se corapose d'un tétraédre régulier et du plan de 

Tinfini. 

14. On peut toujours, en partant de la forme réduite de Syl- 

VESTER; supposer que les cinq variables satisfont ä la relation: 

. « 

i + w + ^ + w; + öl = o. 

Il suffit pour cela de substituer ä chacune d^elles son produit par un 
facteur constant, convenablement choisi. L'équation du hessien est alors 
(voir Salmon, Géométrie å trois dimensians): 

— 4- — 4- — 4- — 4- — — 

Dans le cas de la surface symétrique, la relation identique est: 
t + u -{- v + w — Ä = o. Il suffit donc de prendre ä == — w pour ren- 
trer dans le cas précédent, et Téquation du hessien est par conséquence: 

1+1+1+1=1. 

Cest une surface symétrique du 4^""*^ degré. En vertu d'un théoréme de 
Sylvester, les i o, sommets du pentaédre de référence sont des points 
doubles du hessien, et ses dix arétes sont situées sur la méme surface. 
Donc, dans le cas actuel: 

Le hessien de la surface cubique symétrique est une surface du 4*'°* 
degré circonscrite au tétraédre de référence et coupant en outre chacune des 
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faces suivant une droite å Vinfini. Le3 quatre sommets du tétraédrCj ét les 

points ä Vinfini sur chaque arétCy sont des points doubles de la ménie surface. 

Si Ton pose: 

. Tt = Ua ^Vv=^ Ww = X, 

T, Uj F, TF étant de nou velies variables, et A, une constante, 1 equation 
du hessien prend la forine: 



avec la condition: 



T+ f/+ F+ W = ^^ 



T^ U^ V^ W X 



En prenant A == sA^, on retrouve les équations entré ty u^ v^ w qui ca- 
ractérisent le hessien. Par conséquent, les points du hessien se correspon- 
dent deux par deux - de telle fagon que leurs coordonnées tétraédriques soient 
inversement proportionnelles. 

15. Lorsque la sphére directrice est imaginaire^ et que le carré de 

son rayon est egal ä Ä^ Téquation tétraédrique se réduit a: 

^ ... 

t'> ^ u" + v' + tv* = o. 
Elle rcntre alors dans le type general: 



{ä) + {-fi) + (r) + (^) = ° 



GU m est un nombre rationnel et a, y9, j', å sont des coefficients arbi- 
traires, le tétraédre de référence ayant d'ailleurs une forme quelconque. 
Cest Téquation générale des surfaces que M. de la Gournerie a étudiées 
sous la dénomination de »surfaces tétraédrales symétriques simplesD (Paris, 
1867). Quel que soit m, il est evident qu'en supposant les coefficients 
égaux et prenant pour tétraédre de référence un tétraédre régulier on 
obtient des surfaces possédant la méme symétrie que ce dernier. Mais 
ce ne sont pas, au point de vue de la symétrie, les surfaces les plus 

générales de leur degré. Pour m = -^ on a la surface de Stbiner ; pour 

tfi = — I, on a la surface réciproque de celle de Steiner. Gette der- 
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m 

niére est une forine limite de la surface hessienne, déja envisagée; il 
suffit de supposer que le coefficient. e augménte indéfiniknent^ et par 
cönséquent que la cubique symétrique s'éloigne tout entiére a Tinfini, 
par suite de ragrandissement de sä sphére directrice. 

16. Nous devons maintenant déterminer, dans le oas de la surface 
cubique symétrique, la position des 27 droites qui existent, comme Von 
saity sur toute surface cubique, et faire connaitre leurs conditions de 
réalité. D'abord, la surface possede å Tinfini trois droites reelles, situées 
dans les plans principaux. Toute autre droite, D, de la surface coupe 
le plan de Tinfini en un point qui appartient a la section de la surface 
par ce plan, et par cönséquent a un plan principal. Supposons-la pa- 
ralléle au plan xoy. Si Ton méne par la droite B un plan paralléle ä 
xoyy il coupe la surface suivant une courbe du 3*"** degré comprenant 
la droite D et une droite ä Tinfini. Le reste de Tintersection est donc 
forraé d'une autre droite D', ä distance finie, et tout revient a chercher, 
parmi les sections paralléles aux plans principaux, celles qui se décom- 
posent en deux droites. 

Ceci pose, une discussion bien facile montre qu'il existe deux cubes, 
admettant Tun et Tautre les plans principaux pour plans de symétrie, 
dont les faces coupent chacune la surface suivant deux droites. Le pre- 
mier est circonscrit au tétraédre de référence; c'est a dire que son aréte 
est égale a 6, et qu'il est toujours réel. Chacune de ses faces rencontre 
la surface suivant deux droites paralléles entré elles et ä une aréte du 
tétraédre (diagonale d'une face du cube). Ces droites ne sont reelles que 
si a' est positif et supérieur a 6', par cönséquent si la sphére directrice 
rencontre réellement les arétes du tétraédre. Les droites se groupent 
trois par trois autour de quatre somraets du cube, de raaniére a con- 
stituer quatre facettes paralléles aux faces du tétraédre. Dans le langage 
cristallographique, on dirait que ces facettes sont obtenues par une mo- 
dification hemiédrique du cube, due a des plans tangents sur quatre 
sommets (Fig. 2). Nous appellerons droites du premier systéme les douze 
droites ainsi obtenues. Le second cube est circonscrit a la 
sphére directrice. Chacune de ses faces coupe la surface sui- 




r 



vant deuK droites passant par le point de contact avec la 
sphére. De lä douze droites, que nous appellerons les droites 
du second systéme, et qui sont reelles ou imaginaires en mérae ])^ 



^ 



„/•■ 
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temps que cellés du premier. Oii peut, de deux maniéres différentcs^ les 
grouper en trois quadrilatéres gauchés. Si elles sont reelles, le cube qui 
les contient est extérieur a celui qui contient les douze premiéres droites. 
Si elles sont imaginaires, leur cube est également imaginaire, et il est 
impossible de faire passer par Tune d'elles un plan réel. Si Ton con- 
sidére quatre droites du premier systéme non situées dans le méme plan, 
il existe deux droites qui rencontrent les quatre droites a la fois, et qui 
par conséquent appartiennent a la surface cubiquc; ce sont nécessaire- 
ment des droites du second systéme. 

En resumé, les 27 droites de la surface sont: les 3 droites de Tinfini, 
les 1 2 droites du premier systéme, les 1 2 droites du second. Les droites 
de Tinfini sont toujours reelles; les autres sont, toutes ensemble, reelles 
ou imaginaires. On sait que chaque droite d'une cubique est rencontrée 
par dix autres. Ici, en appelant couple de droites deux droites symé- 
triques par rapport a Tun des plans de symétrie, on trouve qu une droite 
du premier systéme est rencontrée par 

I droite a Tinfini i 

1 droite paralléle, du 1®' systéme i 

2 couples de droites du i®' systéme 4 

2 . » du 2" D 4 

10. 

Une droite du second systéme est rencontrée par: 

I droite a Tinfini i 

4 droites du i" systéme 4 

I droite du 2* systéme (au centre d'une face du cube). i 
4 droites » (sur les arétes du cube) ... 4 

10. 

Enfin, une droite ä Tinfini est rencontrée par: 

2 droites a Tinfini 2 

2 couples de droites du i*' systéme 4 

2 D D du 2* » 4 

10. 
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On sait encorc qu'une surface cnbique a 45 plans tritangents, con* 
tenant chacun trois droites de la surface. Ici, nous avons: 

Le plan de Tinfini i 

3 fois: I droite de Tinfini et 2 couples .... 6 

de droites du i*' systéme 
3 fois: I droite de Tinfini tt 2 couples .... 6 

de droites du 2* systéme 
2 fois: 4 plans, contenant chacun 3 droites . . 8 

du i" systéme 
2 fois: 12 plans, contenant chacun i droite . . 24 

du I*' systéme et 2 du 2*"* 

45. 

• 

Le cube qui contient les droites du i" systéme étant toujours réel, 
ainsi que le plan de Tinfini, il y a au moins 7 plans tritangents réels. 

Observons encore qu'il y a 6 plans tritangents contenant chacun 3 
droites cohcourantes (savoir, une droite ä Tinfini et deux droites con- 
courantes). Cest une particularité qui se conserverait dans toute trans- 
formation homographique de la surface, et, comme en general une surface 
du 3^"* ordre n'^ pas 3 droites concourantes et situées dans un méme 
plan, il est généralement impossible de ramener homographiquement une 
surface cubique ä la forme symétrique. Du reste, si Ton se donne les 
plans principaux d'une surface cubique symétrique, Téquation de celle-ci 
ne renferme que deux coefficients. La transformation horfiographique en 
introduit 15, ce qui fait en tout 17, tandis qu'il en faudrait 19 pour 
parvenir a l'équation la plus générale. 

1 7 . Toute section de la cubique symétrique par un plan réel pos- 
séde ä rinfini 3 points réels. Si donc elle est indécomposable, c'est une 
hyperhole jedondante de Newton. Il n'y a d'exception que si deux points 
a rinfini sont ,confondus, et Ton a alors une hyperhole parabolique. Ce 
dernier cas se présente lorsque le plan de la section est paralléle a T un 
des axes binaires. 

Par chaque point de la surface passent 27 coniques, situées dans 
les plans menés par les 27 droites. La section compléte déterminée par 
Fun de ces plans a 3 points réels a Tinfini, dont Fun sur la droite. 
La conique a donc a Tinfini deux points réels, et appartient au genre 
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hyperbole. Il n'y a d'exception que dans deux cas: i^ Si les ppinte a 
rinfini sont tous sur la droite, qui est par suite Tune des droites de 
Tinfini; alors le plan sécant est paralléle ä un plan principal, et la co- 
nique est d'un genre quelconque. 2®. Si les deux points a Tinfini de 
la conique sont confondus; 1'hyperbole dégénére alors en parabole. Il 
faut et il suffit pour cela que le plan sécant rencontre deux droites de 
rinfini au méme point, autrement dit qu'il passé par un sommet du tri- 
angle de Tinfini, et, par conséquent, qu'il soit paralléle a une direction 
binaire. Comme il contient déja une droite de la surface, c*est a dire 
une paralléle a Tun des plans principaux, et comme les directions bi- 
naires sont paralléles ou perpendiculaires aux plans principaux, le plan 
sécant est lui-méme paralléle ä un plan principal, ce qui donne deux 
droites, ou perpendiculaire, ce qui donne une parabole proprement dite. 
Il y a ainsi 24 paraboles, correspondant aux 24 droites ä distance finie. 

En. discutant la forme des sections paralléles aux plans principaux, 
on 8'assure sans peine qu'il y a au plus trois cercles réels sur la surface, 
a savoir ceux qui sont situés dans les plans principaux. Ces cercles ne 
sont réels que si la sphére directrice est elle-méme reelle. Il existe en 
outre des cercles toujours imaginaires, au sujet desquels nous nous bor- 
nerons ä Ténoncé suivant: 

Chacune des douae droites du premier systénie est associée å deux cercles 
imaginairesj quelle rencontre aux mémes points. 

18. Les sections de la surface faites par des sphéres centrales sont 
des sphérosymétriques du 6*"* prdr^, dont Tune, celle qui est déterminée 
par la sphére directrice, se décompose en trois cercles rectangulaires. 
Si la sphérosymétrique rencontre les quatre axes ternaires, elle se réduit 
évidemment aux 8 points situés sur ces 4 axes, car elle est, comme on 
Ta montré, une trajectoire orthogonale des coniques sphériques passiant 
par ces 8 points; c'est une sphérosymétrique évanouissante. Le rayon p 

de la sphére correspondante s'obtient en faisant it = y =-g =^ + ^ dans 

V3 

réquation de la surface, ce qui donné pour x: 

2x^ — b{3x* -^ a') = ö. 

L*équation dérivée est x{x — ft) = o, et ses racines, substituées dans 
le premier membre de la proposée, donnent respectivement ba^ et b{a^ — i'). 
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Le quotient est i j. La condition de réalité des trois racines de 

Téquation en ic, et par suite des trois valeurs de />, est que ce quotient 
soit négatif, d'ou.-^> i. D'aprés cela: 

La surface cubique symétriqtée posséde une ou trois sphérosiimétriqties 
reelles évanouissantes, suivant que ses 24, droites ä distance finie sont magi- 
naires ou reelles. 

19.' Si Ton méne par Torigine une droite ayant pour cosinus di- 
recteurs olj ^^ y^ elle rencontre la surface en trois points, et les distances 
P\y p2' Pi ^^ ^^^ *^^^^ points ä Torigine sont les racines de l'équation 

2a/5)y>' — b{p^ — a^) == o. 

La somme algébrique des trois distances, égale a — ^, est indépendante 

de a^ Par conséquent: 

La somme des longueurs interceptées å partir de Vorigine, sur une droite 
donnéey par toutes les cubiques symétriques qui ont ménies plans de symétrie 
est proportionndle å Varéte du tétraedre de référence et indépendante du 
raymi de la sphére directrice. 

Si Ton prend, sur chaque droite menée par Torigine, le centre de 
gravitc des trois points de rencontre avec une cubique symétrique donnée, 
le lieu de ce centre est la surface: 

6xyz — h{x^ + y^ -f z^) = o. 

Cest une cubique symétrique ä sphére directrice évanouissante. 

Faisons varier la direction a, /9, jr de fa^on que Tune des racines 
de Téquation en p ne change pas. Pour cela, il faut et il suffit que 
le produit aftj' soit constant, et par suite les deux autres racines ne 
changent pas non plus. Il en résulte que: 

Tout cmie ayant son sommet å Vorigine et passant par une sphérosymé- 
trique de la surfa<;e coupe cdle-ci suivant deux autres sphérosymétriques. 

Observons encore que les deux racines, o et — t-, de Téquation 

dérivée, substituées dans Téquation primitive, donnent respectivement au 

Åetm matktimmliem, 10. Imprlmé le 14 Jnlllet 1887. 29 
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premier membre les valeurs ba^ et ha^ Töt^' ^^"* ^^ rapport est 

I TT^T-^ X -; . La condition néccssaire et suffisante pour la réalité 

des trois valeurs de p est que ce rapport soit négatif, ou bien que 

^yoi^ft^T^ soit inférieur ä -|. Comme on a toujours a^ + y?' -f- ;-^ = i, 

la valeur maxima de 2yoL^i^'j'^ est Tunité. Par conséquent, 9i b est su- 
périeur a a (autrement dit si les droites de la surface sont reelles) tous 
les rayoiis vecteurs issus de Torigine rencontrent la surface en trois points 
réels. Dans le cas contraire, ils rencontrent la surface en un ou trois 
points, suivant quMl sont d'un c()té ou de Tautre du cone circonscrit ayant 
son sommet a Torigine. Si a est imaginaire ce cone est également imagi- 
naire, et tous les rayons vecteurs rencontrent la surface en un seul 
. point réel. 

20. Si Ton cherche la section faite dans la surface par une sphére 
de rayon R ayant son centre sur Tun des axes binaires, oz par exemple, 
ä une distance m de Torigine, on trouve que pour R = y/m' + a? la 
section se décompose en un cercle, situé dans le plan principal a;oy, et une 
conique sphérique projetée sur le méme plan suivant Thyperbole équilatere 
xy =^ mb. Par chaque point de la surface passent ainsi trois coniques 
sphériques, situées sur trois spheres dont chacune contient l'un des trois 
cercles situés dans les plans principaux. Chacune de ces spheres touche 
la surface en quatre points situés sur le cercle correspondant. Pour 
w^ + a^ = o, le rayon R sannule, et le centre de la sphere est un foyer. 
Il y a ainsi six foyers, situés sur les axes binaires, aux points ou ils 
sont rencontrés par une sphére orthogonale et concentrique a la sphére 
directrice. Si la sphére directrice est reelle, les foyers sont iinaginaires, 
et inversement. Pour les valeurs de m égales a — b + y'6» _ ^, la 
conique sphérique se décompose en deux cercles imaginaires; on retrouve 
ainsi les 24 cercles imaginaires dont il a déja été parlé. On voit en 
méme temps qu'il existe, en dehors de la sphére directrice, douze spheres, 
reelles ou imaginaires, rencontrant chacune la surface suivant trois cercles, 
dont deux imaginaires. 

21. Il est facile de trouver les trajectoires orthogonales des cu- 
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biques symétriques possédant le luéme tétraédre de référence. Les équa- 
tions différentielles d'une telle courbe sont: 

dx dy de 



ijz — bjc zx — hy xy — bz 

b désignant unc constante. On les vérifie en posant: 

X = hkt sn {t 4- C) 
y = — Uktcr\{t + C) 
z= — bit dn {t + C). 

Dans ces formules, t est une variable auxiliaire, C est une constante 
arbitraire, et k est le module, également arbitraire, des fonctions ellip- 
tiques qui figurent dans les seconds membres. Les resultats sont réels 
pourvu que t et k soient réels, que k soit inférieur ä Tunité, et que C 
soit egal a h + k'if h étant réel et k' étant le module complémentaire 

Il est également aisé de trouver les trajectoires orthogonales des cu- 
biques symétriques qui possedent méme sphére directrice et mémes plans 
principaux. Si Ton élimine le paramétre variable b entré les équations 
différentielles précédentes et celle de la surface cubique, il vient: 

xdx ydy zdz 



^» + 2» _ ;c« _ a* 2« + aj* — y« _ a* x' + y"" — «* — a' 

et Ton vérifie ces nouvelles équations en posant: 

^» = a' + <+f,- 
Les constantes a, jS, j- sont assujetties k la condition o + y9H-;' = 04 
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En éliininant t de deux fa9ons différcntes, on peut représenter uiie tra- 
jectoire orthogonale par les deux équations: 

09 - r)x' + (r - «)y* +■ (« - y5)4r' = o, 

(«x' + /?//» + r^-0(a;'^ + y» + ^» _ 3„-y = 9(«» + y9' ^- ;.»). 

Lorsque a, /9, ;" varient en restant infiniinent petits du premier ordre, 
les trajectoires restent infiniment voisines de la sphére x^ -\- y'^ -{• z^ =^ 3a^. 
Il résulte d^ailleurs des considérations exposées dans la premiérc partie 
que cette sphére coupe orthogonalement les surfaces cubiques dont la 
sphére directrice a un rayon egal a a. 

Le licu des trajectoires qui vérifient la condition: 

{fi—p)a + (/> — w)y9 + (w — n)r = ^, 

w, n, p désignant des constantes arbitraires, est la surface: 

[(n — p)x'' + (p — m)y^ + {in — n)z^]{x'' + y' + ^' — 3«') = i 

qui rencontre par suite orthogonalement la famille de surfaces cubiques 
considérée. 

22. La plus simple des surfaces cubiques symétriques est la sur- 
face élémentaire xyz == i?^ caractérisée par un tétraédre de référence in- 
finiment petit et une sphére directrice infiniment grande. Sa réciproque, 
relativeraent ä une sphére centrale, est une surface de méme nature; en 
prenant le rayon de la sphére egal a 3/>, la surface coXncide avec sa 
réciproque. EUe jouit donc a la fois des propriétés générales des surfaces 
élémentaires et de celles de leurs réciproques. En outre, les plans tangents 
communs a la surface cubique élémentaire et a une sphére centrale 
töuchent la surface élémentaire suivant une ligne le long de laquelle la 
courbure totale est constante. Deux plans de symétrie perpendiculaires 
interceptent sur chaque normale, a partir de son pied, des longueurs 
égales et de signes contraires. La surface élémentaire peut étre regardée 
comme Fenveloppe d'un ellipsolde dont les trois plans principaux sont 
fixes et dont le volume est constant; la surface élémentaire et TellipsoKde 
ont, au point de contact, mémes directions principales, et leurs rayons 
de courbure en ce point sont proportionnels, mais tournés en sens con- 
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traires. Le rapport de proportionnalité est constant et egal «a — :=. Les 

o \ fj 

ligiies asyniptotiques ont pour équations, en appellant a et ^ les racincs 
cubiques imaginaires de Tunité: 

^^ + Py' + o^' = OonsL 

Les lignes de courbure, trouvées par M. Sekret, se 'déduisent sans peine 
de la connaissance des lignes asymptotiques, et sont déterminées par 
Téquation: 

3 8 

(^•' + (iy' + oizy ± {x' + ay' + flzy = Const. 

La demonstration de toutes ces propriétés ne présente aucune difficulté. 

23. Une autre surface cubique symétrique qui niérite de fixer 

Tattention est celle qui a pour équation, en coordonnées tétraédriques: 



r + u' + v"" + w"" = o 

et dont il a déjä été parlé au n° 15. On va voir qu'il est possible de 
déterminer, sous forme finie, les équations de ses lignes asyniptotiques. 
Nous allons méme résoudre ce probléme dans le oas general de la sur- 
face tétraédrale symétrique simple d'ordre quelconque: 

(i) r + u'" + v"^ + w"^ = o 

ou m est une constante arbitraire.* Par différentiation, on obtient: 

et cette équation est satisfaite pour tout déplacement dtj duy dvj dw 
exécuté dans le plan tangent au point considéré. Si ce déplacement est 
effectué suivant une direction asymptotique, il se trouve également dans 



* M. Darboux (Bulletin des scienccs mathématiques, tome I) a ramené la 
reoherche des lignes asymptotiques des surfaces Ax^ + By^ + Cz"^ + DV^ = O å Tinté- 

gratioD d'ane équation de la form^ r^ — - — jr- r = K ^^ 



{p — a){p — b){p — c) (/?, — aXp^ — bXp^ — c) 

Le procédé que nous indiquons ici ne nécessite pour ainsi dire aucune integration. 
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le plan tangent au point t + dt^ u + ^^^j ^ + ^^j ^^ + ^*^> ^t l*^i^* ^ 
par suite: 

{t + dty-^dt + 0^ + du)'"-\lu + (y + dv^^-hiv + {w + dw)"'-'dw -= o, 

d*oii Ton tire la nouvelle équation: 

(2) r-'^rf#*' + ir-^du' + v'^-'dv' + ^i;"-^//(;'' = o. 
On a d'ailleurs la rblation fondamentale: 

(3) ^ t + u + v + w = h. 

Si l'on pcut trouver un systeme de valeurs de tj u, v, w satisfaisaiit 
a la fois aux équations (i), (2) et (3), les lignes asyniptotiques sont par 
cela niéme déterminées. Il suffit méme d'avoir deux relations honiogénes 
entré t, u, Vy w vérifiant les .équations (i) et (2); ces relations donneront 
les rapports des quatre variables, et il sera ensuite aisé de trouver des va- 
leurs absolues corapatibles avec Téquation (3). ^ccupons nous done des 
équations (i) et (2), et posons: 

Ces équations deviennent: 

(4) r + u' +v^ +w = 

(5) dr + du'' + dv^ + dW' = 0. 

En mettant la seconde sous la forme: 

{dT + idU){dT—idU) == —{dV+ id}V){dV— idW), 
on aper9oit la solution: 

(6) T+ iU=—Å{V+iW) 

(7) T-iU= \{V-iW) 

ou A est une constante arbitraire. Ces deux ^équations entrainent d^ail- 
leurs Téquation (4); ce sont donc les équations d'une ligne asyraptotique 



^ 
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de la surface. En faisant disparaitre les imaginaires, on parvient ä la 
suite de transfonnations faciles a la nouvelle équation: 

(A^ + iy{v'r + TPW) + (/' — iy{w'T' + iPV) 

+ i6Ä\vnv' + ipr) = o. 

Posant alors: 

M = {x' + I)^ N= — {x'— 1)^ p = 4^\ 

et revenant aux variables ty w, v, Wj on voit que la ligne asyinptotique 
est située sur la surface auxiliaire: 

(8) MXi^f" + tf^w") + N\w'"t'" + «"■ «.'•") + /-"(t;"'tP™ + v"' t"') -- o 
avec la condition, imposée aux constantes M, N, P: 

m 

(9) M + N+ P = o. 

Par chaquc point de la surface symétrique passent deux surfaces 

M 

(8), correspondant aux deux valeurs de ^ auxquelles conduit Télimina- 

tion de P entré les équations (10) et (11), et pivotant autour des points 
fixes communs aux trois surfaces: 

0'"*^ + /rw;*" = o, 

On obtient ainsi les deux lignes asymptotiques qui se croisent en chaque 

M 

point. Les deux valeurs de ^ colfncident lorsque Ton a: 

(10) (r + ir + ir + tv'")Trirv'^ — 4ru'^v'^w'^ == o. 

La surface représentée par cette équation rencontre la surface donnée 
(i) suivant 4 lignes planes, situées dans los faces du tétraédre de réfé- 
rence, et forniant la courbe parabolique de la surface (i). En outre, 
elle peut etre regardée comme le lieu des points pour lesquels les deux 

valeurs du paraniétre — qui figure dans Téquation (8) sont égales, et 

par conséquent ello est Tenveloppe des surfaces (8). 
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Chaque fois que m est commensurable, la surface tétraédHque est 
algébrique et il en est de inéine de ses lignes asymptotiques. 

24. Lorsque la surface cubique syinétrique contient les arétes d'un 
tétraédre, chacune de ces arétes colncide avec deux droites du premier 
systeme, et Téquation devient alors: 

(i) 2XIIZ — a{x^ + }f + z^) + a^ = o. 

Les droites du second systeme coHncident avec celles du premier. Chaque 
sommet du tétraédre inscrit est un noeud de la surface. Les sections 
faites pas des plans paralléles h, xoy donnent, en projection sur ce plan, 
un systeme de coniques inscrites dans un méme carré. Uéquation de la 
surface en coordonnées tétraédriques, est: 

(2) t' + e + v' + w' = - 

avec la condition habituelle: 

t '\- u '\' v + IV =^ h. 

Le tétraédre de référence est le symétrique, par rapport au centre, 
de celui qui contient les droites de la surface; on peut dire que ces deux 
tétraédres sont compUmeyitaires Tun de Tautre. Pour avoir Téquation de 
la surface rapportée au tétraédre inscrit, il suffit de remplacer chaque 

coordonnée par son complément ä - , et il vient: 

(3) 7 H h - = o. 

Cest la forme connue de Téquation de la surface réciproque de celle de 
Steinek. On en conclut, en vertu du paragraphe précédent, que les lignes 
asymptotiques se trouvent sur les quadriques: 

(4) M\mv + vt) + K\uv + wt) + P\iä + riv) = o 
pourvu que M -{- N -\' P soit egal ä zéro. ^ 



* Ce resultat a éié obtenu par M. Laguerke, dans ses belles recherchcs analytiques 
sur la »urface réciproque de la surface de Steiner (Nouvcllcs Annales de mathé- 
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Uéquation (4) se déduit de Téquation (8) da patagraphe précédent 
en faisant m = i. On conclut de la, sans nouveau calcul; que la fi^- 
mille de quadriques a pour enveloppe la siirface: 

(5) {vt + uw){wt + uv) + {vt + uw){vw + ut) 

/ 

+ {^w + ui){fjot -^ wt;) = o. 

Ce qui, en tenant compte de la relation / + w + ^ + w? = '^ peut se 
mettre sous la forme: 



^ f t u v w n 

Si Ton revient au tétraédre de référence primitif en rempla9ant t par 
1, u par Uy etc, Téquation (6) ne change pas. Or, avec ce té- 
traédre la surface cubique a pour équation (2), et les formules du § 14 
montrent alors que Téquation (6) représente le hessien de la surface 
cubique. Donc: 

Venvdoppe des quadriques coupant la surface cubique suivant ses lignes 
asymptotiques est le hessien de cette' surface; ce hessien a méme équation par 
rapport au tétraédre inscrit et par rapport au tétraédre complémentaire. Il 
jouit de la symétrie cuboctaédrique. 

On peut remarquer aussi que si deux cubtques symétriques sont dr- 
conscrites ä deux tétraédres complémentaires, élles ont méme- hessien, et leurs 
lignes asymptotiques se trouvent sur . les mémes quadriqueSy passant par les 
sommets des deux tétraédres: 

Sans insister sur les autres propriétés de la surface cubique cir- 
conscrite a un tétraédre, nous allons indiquer coinment son équation peut 
se mettre sous la forme de déterminant, qui a servi de point de départ 



matiques, 1872)^ comme application de la théorie des formes biquadratiques simultaiD^ea. 
Le méme auteur Ta établi par une autre voie dans son article Sur la representation sur 
un plan de la surface du 3' ordre qui est la réciproque de la surface de Steiner, in- 
fiéré au tome I du Bulletin de la société mathématique de France. 

Ättm wmiktmmtitm. 10. Inpriné U 16 Jalllet 1887. 20 
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aux recherches de M. Laguerrk. Considérons les cinq fonctions Ii- 

néairea: 

a = r+ U+ F+ W, 

b =^ AT -\- BU + CV + DW, 

c = A*T+ B'U + C*r 4- D*W, 

d=: A'T+ B'U + C*V + D*W, 

e = A'T + B'U + C^V + B^W, 

ou Ay B, C, D sont quatre constantes, et posons: 



T 

U 

V 

W 



{B 



Cfi(3—BY{B 



-syxt, 

= {A — By {B — C)\C — Äf X u, 

-Ayxv, 

- Äf X w, 



By {B— By {B 

By {B— C)' {C 



n' = {A — B)\A - cy{A — By {B — c)'(b — By {C — d)», 



il vient: 



a b 



c d e 



= /7*Z/ 



UV 



'L'équatiön 



i.^ u~ v^ w 



est donc équivalente a: 



a b c 
bed 
ede 



= o. 



25. La surface de Steiner, réciproque de la précédente, a été telle- 
ment étudiée qu'il serait superflu de revenir sur ce sujet. Observons 
seulemént qu^eh mettant son équation sous la forme: 



^i + yju + y/v + \/w ^ o, 
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les formules du n^ 23 donnent iminédiatement ses lignes asymptotiques. 
Ges lignes ont été déterminées par Clebsch (Journal de Grelle, 1867) 
en faisant intervenir la representation de la surface sur un plan. 

26. Une autre surface remarquable du 4*"* ordre, pourvue do la 
symétrie tétraédrique, est celle quon déduit de la cubique symétrique a 
point isotrope: ^ 

2XYZ + b{x^ + r' + z') = o 

en prenant cette derniére surface comme lieu des centres d'une sphére 
mobile qui coupe orthogonalement une sphére centrale fixe, et cherchant 
lenveloppe de la sphére mobile. Si 22 est le rayon de la sphére fixe, 
les formules de transformation, données par M. Darboux dans son 
ouvrage déja cité au § 10, sont: 

^ ~»' + y» + 2' + B»' ^ — a,' + y' + a»+B»' — a,' + j,» + ^' + ft*' 

Il yient aiobi: 

4R'xyz — b{x' + y' + ^(x' + y» + ^' + B») = o. 

Cette surface, anallagmatique par rapport a la sphére fixe, di£Pére essen- 
tiellement des surfaces anallagmatiques ordinaires du 4*"** ordre, autre- 
ment dit des cyclides. Au lieu d*étre anallagmatique par rapport a 5 
sphéres, elle jouit de cette propriété par rapport a 6 plans et a une 
sphére. Au lieu d'admettre le cercle de Tinfitii comme ligne double, 
elle est tangente au plan de Tinfini le long de ce cercle, qui fait par 
conséquent partle de la courbe parabolique et constitue une ligne de 
courbure singuliére. Elle posséde en outre a Torigine un point isotrope. 

27. La plupart des surfaces tétraédriques dont nous avons parlé 

jusqu'ici rentrent dans le type general xyz = f{x^ + y' + ^'). Ce sont 

des surfaces binaires, jouissant comme telles des propriétés établies au n® 5. 

Parmi les surfaces qui n'appartiennent pas a ce type nous mentionnerons 

la surface: 

y^z* -^z^x^ + x^y^ — 2axyz = o 

dont parle M. Tissbrand, dans son RecueU complémentaire cfexercices sur 
le calcul infinitésimäl, et qui est coupée suivant quatre cercles par la 
sphére x^ -h y' + z* = a*. < 



i 
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Comme exemple de surface transcendante, eltons la surface binaire 
ocyz == e"^**^"'^'*^ dont Téquation se raméne a la forme XYZ =i i en 
posant X = 006^% Y = y^^^ Z = ze'\ 



Tratsietne parHe. Surfaces du type cuboctaédrtque. 

28. Le type cuboctaédrique est caractérisé par 9 plans de syraé- 
trie, savoir les trois faces d'un triédre trirectangle et les 6 plans bissec- 
teurs de ce triédre. Les faces du triédre sont paralléles a celles da cube. 
Les six autres plans contiennent chacun deux arétes paralléles du jnéme 
polyédre. L'existence de ces plans de symétrie entraine celle d'un centre, 
de 3 axes quaternaires (les arétes du triédre trirectangle), de 4 axes 
ternaires (les diagonales du cube), de 6 axes binaires (joignant chacun 
les milieux de deux arétes paralléles du cube). Les faces de Toctaédre 
conjugué sont perpendiculaires aux axes ternaires. 

Prenons comme axes de coordonnées les 3 axes quaternaires. Toute 
équation }p(aj*, y', £?') = o dont le premier membre est une fonction 
symétrique des carrés des variables représente évidemment une surface 
cuboctaédrique. Pour former méthodiquement les équations de ce genre 
d'aprés notre procédé general, nous devons remarquer que les trois plans 
de coordonnées, que nous appellerons plans principaux, sont des plans de 
symétrie, ce qui nous empéche de prendre comme element symétrique 
le produit xyz\ mais nous pouvons prendre le carré x^y^z^. Le produit 
des distances aux plans perpendiculaires aux axes quaternaires (plans di- 
recteurö) fournit un autre element. Nous prendrons donc: 

M = x^y^z^ 

N .==: X* + y* + z* — 2y^z^ — 2z^x^ — 2x^y^; 

et Téquation générale des surfaces cuboctaédriques ne diflfére par suite 
de celle des surfaces tétraédriques que par Tabsence des puissances im- 
paires de xyz. On aurait pu énoncer immédiateinent ce resultat, en se 
rappelant qu*on passé d'un systéme ä l'autre par Taddition d'un centre 
de symétrie. Les deux elements M et N ont pour ordres w = 6, n = 4, 
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d'oii l'on tire m -^ n — i =9. C est le nombre des plans de symétrie 
du cube, et Ton se trouve ainsi dans le cas examiné au n® 2. 

La surface cuboctaédrique différente d'une sphére est au minimum 
du 4* degré. En désignant par ^, B, C/ A'j B'j C, A", B\G', une 
suite de constantes et posant x^ + y' + -2?^ = />', Téquation de la gutfr- 
tique symétiique peut se mettre indifféremment sous Tune ou Fautre des 
formes suivantes: 

(i) x' +y' + z'— 2ifz^ — 2z^x^ — 2x'y' + Ap' + 2Bp' + C = o 
(2) x' + y' +z' + Ay + 2By + C = o 

(3) ^'y' + if'^' + ^'^' + ^'y + 2F>' + C" = o. 



c C G" 
Remarquons que, pour une méme surface, Ton a -- = — ="-. Con- 

sidérons la troisiéme forme, et supposöns qu'on coupe la surface par un 
plan z = hy h étaht déterminé au moyén de la cohditiön: 

h'{i + 4^"') + 4^"*' + 4B'" — 4A"C' = o. 

La section se décompose en deux coniques ayant des équations de la 
forme: . . , 

^y ± ^^{^^ + y' + w) = o. 

Ce sont deux coniques égales, ayant en commun deux diamétres rect- 
angulaires égaux situés dans les plans zoxy zoy. Une seule de ces co- 
niques suffit d'ailleurs ä déterminer la surface, et, comme ses équations 
dépendent de paramétres (A, m, n) qui sont en méme nombre que dans 
Téquation de la surface, la conique peut étre choisie arbitrairement parmi 
celles qui occupent la situation indiquée. En conséquence: 

La quartique symétriqtte peut étre engendrée par une sphérosyniétrique 
du 8' ordre, assujettie ä s^appuyer constamment sur une conique paralléle 
ä V un des plans principaux et symétrique par rapport - ä deux plans diago- 
naux du cube. 

29. Une sphérosymétrique du 8*""* ordre a deux équations qu'on 

peut écrire: 

x^ + y^ + z^ = Const. 

X* +y* + g* = Const. 



238 L. Lecornu. 

On vérifie sans peine qu'elle est orthogonale a tous les cones: 

7* "^ !/• "^ a* ~ ^ 

pourvu que la somme a + 6 + c soit nuUe, 

Ces cones passent par les diagonales du cube et adinettent les axes 
quaternaires comme lignes doubles. Suivant une expression déja employée, 
ce sont les cones inverses de ceux qui sont normaux aux sphérosymé- 
triques du 6*"* ordre. Toute surface cuboctaédrique binaire, c est a dire 
ayant une équation indépendante de Télément x^y^z^y est une trajectoire 
orthogonale de cette famille de cones. 

30. L'équation de la quartique symétrique peut sécrire, comme 
on Ta vu: 

N+ Ap' + 2Bp^ + C=o: 

Soient a', 6' les racines (positives ou negatives) du trinome-^/>* + 2B/>' + C 
On peut encore écrire: 

{^+!f + ^){x + y — z){x—y 4- z){—x + y + z) = A (/>' - «')(/>' — b"), 

et la surface est par conséqucnt le lieu de Tintersection des deux qua- 
driques: 

(x + y + z){ x+y—z) = Ak{p' — a") 

(O 

{x — y + z){—x + y + z)= j{p' — b'), 

X étant un paramétre arbitraire. On remarque que les sections cycliques 
centrales de ces deux faisceaux de quadriques sont invariables, et que 
les plans cycliques de l'un des faisceaux sont syraétriques de ceux de 
Fautre par rapport au plan zox. Toutes ces quadriques ont mémes 
plans principaux. La correspondancc peut étre définie géométriquement 
par la condition que la courbe d'intersection s'appuie sur la conique 
trouvée au n° 28. 

L'intersection de - deux surfaces du second ordre concentriques ap- 
partient a trois cylindres; c'est la courbe a laquelle Frezier et de la 
GouRNBRiE ont donné le nom ^ellipsimbre. $i les deu^ surfaces ont 



Sur les Burfaces p^sédant les mémes plans de symétrie que Tud des polyédres regaliers. 239 

mémes plans principaux, reliipsimbre admet ces plans comme plans de 
symétrie, et peut étre appelée ellipsimbre syinétrique. On voit, par ce qui 
précéde, que: 

Toute quartique symétrique est le lieu d'une ellipsimbre symétrique assu- 
jettie: i^ å s'appuyer sur quatre cerdes fixes, concentriques, et égaux deux 
ä deuXy symétriquement placés par rapport aux plans principaux de Vél- 
lipsimhre; 2^ å rencontrer en méme temps une conique paralléle a Vun de 
ces plans et symétrique par rapport aux deux autres. 

L*ellipsimbre (i) rapportée a ses plans principaux, a pour équations: 

2x' — z^ = AÅ{x^ + y' + z' — a'), 

2y'-z'=^ l{x' + y' + z'-b'). 

Elle est située sur le cone: 

[2 i' + AÅ{a' — b')]x' + AX[a^ — b'— 2Xa']y' 
+ [AX'a* — AX{a' + b') — b'y = o 

qui coupe la surface suivant une seconde ellipsimbre. Pour les valeurs 
de X qui annulent Tun des coefficientfi^ le cone se décompose en deux plans, 
et les deux ellipsimbres se décomposent chacune en deux coniques situées 
sur la surface. Abstraction faite des valeurs o et co de A^ qui cor- 
respondent aux sections circulaires, la décoin position a lieu en posant 
l'une des conditions: 

^=I(S^' ^-'^' ^AV-^A(aV+ &«)-*' = o. 

On trouve ainsi 8 plans rencontrant chacun la surface suivant deux 
coniques. Les quatre premiers passent chacun par un axe binaire, les 
quatre derniers, par un axe quaternaire. Chacun de ces plans touche la 
surface aux quatre points de rencontre des deux coniques qu'il renferme. 
Par chaque axe binaire, on peut ainsi faire passer deux plans quadri- 
tangents; par chaque axe quaternaire, on.peut en faire passer quatre. 
Il y a par suite 24 plans quadritangents déterminant 48 coniques de la 
surface. 
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II ne peut exister d^autres plans passaht par le centre et coupant 
la surface suivant deux coniques. En eSetj si on rend lequation de la 
surface homogéne par Tintroduction d'une variable auxiliaire tj le lieu 
des points pour lesquels le plan tangent passé par Torigine s^obtient en 
égalant a zéro la dérivée par rapport a t. L*équatioh (i) du n** 28 
donne amsi Bp^ + C =^ o. Le cone central circonscrit a la surface la 
touche donc suivant une courbe sphérique (sphérosymétrique). Ce cone 
est du quatriéme ordre, et sa trace sur un plan quelconque est une 
quartique plane, Tout plan quadritangent passant par le centre a pour 
trace, sur le inéme plan, une bitangente de cette quartique. Comme 
une quartique a 28 bitangentes, il y a 28 plans quadritangents. Or 
nous connaissons précisément 28 plans de cette nature, a savoir les 24 
plans dont il a été question ci dessus, ei les quatre plans perpendicu- 
laires aux axes ternaires (ceux-ci, coupant chacun la surface suivant 2 
cercles conccntriques, sont bitangents en deux points du cercle de Tinfini). 

31. Tout plan central coupe le cone central circonscrit suivant 4 
droites, bitangentes a la section de la surface par le méme plan. Si 
a = o, ^ = 0, ;' = o, (? = o sont les équations des 4 droites rapportées 
a deux axes rectangulaires menés par Torigine dans le plan sécant, et si 
B est le rayon de la sphérosymétrique de contäct, Téquation de la 
séction est ^e la forme: 

qui rentre dans la forme canonique donnée par PlOcker pour Féquation 
des quartiques en general, savoir: 

V étant une conique, et a, ^, j', <?, quatre droites généralement non 
concourantes. On remarque que les sections centrales jouissent d'une pro- 
priété projective, consistant en ce qu'elles ont quatre bitangentes con- 
courantes. En partant de la forme canonique, il est facile de trouver 
les autres bitangentes d'une quartique. Il suffit, d*écrire Tidentité: 

ap(r^ + 2pV + p'af() = {V + pajSy, 
et de déterminer jx de maniére que la conique: 
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se décompose en deux droites p, q. L'équation prend alors la forine: 

a/ipq = {V + /jLapy 

et par consoquent p et q sont deux bitangentes. 

D*une maniére générale, lorsque Cj, C^y C^ sont trois coniques quel- 
conques, réquation en /i exprimant que C\ + 2/1(73 + f^^^^i se décompose 
en deux facteurs linéaires est du 6**™* degré. Mais ici, il y a une racine 
nulle et une infinie, correspondant aux deux couples ay9 et j^d. On n'a 
donc en réalité ä résoudre qu'une équation du 4*"* degré, déterminant 8 
couples de bitangentes. Chaquc couple se compose évidemment de deux 
droites symétriques par rapport au centre. Les 4 droites a, ^, ;-, (? 
pouvant se grouper en deux couples de 3 maniéres diflférentes, on peut, 
de 3 maniéres, trouver 8 couples de bitangentes, soit en tout 24, qui, 
avec les 4 droites a, ^, ;-, ^ complétent le nombre total. Toute bitan- 
gente de la quartique symétrique étant bitangente ä une section centrale, 
la méthode précédente conduit a la détermination compléte des bitangentes 
de la surface. 

32. L'équation de la quartique symétrique ne renfermant que des 
puissances paires des coordonnées, on est naturellement amené a poser: 

x' = X, 1/= Y, z' = Z, 

ce qui établit une correspondancc entré les points de cette surface et ceux 
d'une surface de revolution du second degré. A chaque point de celle-ci 
correspondent, sur la quartique, les 8 sommets d'un cube. La surface 
du second ordrc est de revolution autour de Taxe ternaire X = Y = Z. 
A ses paralléles correspondent les sphérosymétriques; a ses plans tangents 
correspondent des surfaces du second degré coupant la quartique suivarit 
deux ellipsimbres; a ses deux systémes de génératrices rectilignes. corres- 
pondent deux systémes d^ellipsimbres, et ainsi de suite. Les ellipsimbres 
que nous rencontrons ici ont leurs plans principaux paralléles aux faces 
du cube; elles différent donc de celles que nous avons déterminées pré- 
cédemment, et qui avaient deux plans de symétrie passant par les aröt^s 
du cube. 

33. Toute surface douée de la symétrie tétraédrique est répré- 
sentée, en coordonnées tétraédrales, par une équation ^(/, w, v^ m?) = o 

Åcta mathematira, 10. Imprimé le 8 Kodt 18H7. 31 
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symétrique par rapport aux coordonnées. Pour que la méine surface 
jouisse de la symétrie cuboctaédrique, il faut et il suffit qu'elle posséde 
un centre, et par suite que Féquatiou reste vérifiée quand on remplace 

tj u, Vy w par tj etc, h étant la hauteur du tétraédre de référence. 

Posons 1 = Ty u ^=^ Uy etc., d'oii 5^7^= o. Les quantités 

4 4 

jP, Uy Vy W changent de signe sans changer de valeur absolue par la 
substitution dont il 8'agit. La condition pour que la surface soit cuboc- 
taédrique est donc que le premier membre de son équation soit une 
fonction paire ou impaire de T, Uy F, TT, symétrique par rapport a ces 
variables. Le produit TUVW n'est autre chose que Télément symétrique 

du 4" ordre. On a d'ailleurs x^ + y^ + z^ =-^T^. L'équation géné* 

rale de la quartique symétrique est donc 

TUVW + A{TTy + 2B(Er) + C = o 

avec la condition S 7^ = o. 

On peut aussi introduire les trois fonctions: 

ttl + VIV = A, tv + tiW = [Xy tw + wt; = j;, 

rencontrées déja au n° 24. En vertu de Tidentité: 

X = fu + vw = TU + VW + '^* 

X est une fonction paire de T, Z7, F, W. TI en est de méme de yi et 
v. D'aprés cela, toute équation f{Xy /i, v) = o dont le premier membre 
est une fonction symétrique, entiére et de degré w, par rapport a A, /i, v, 
représente une surface cuboctaédrique de degré 2». L'expression de A 
en coordonnées cartésiennes est: 

Ija surface A = o est un hyperbolotde a une näppe, de revolution autour 
de r«xe dos Xy ot dont le^ génératrices se coupent a angle droit sur le 
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cercle de gorge. Gette surface contient les diagonales de quatre faces 
d'un cube. Sa méridienne est une hyperbole équilatére, et on peut Tap- 
peler hyperbol&ide équilatére. 
Posons: 



F=3(-^'4-^' + ^')— />'■ 



Nous avons Tidentité: 



(i) ^ + /i + ^ + 9>=lh' — p\ 

Nous pouvons considérer A, /i, v», ^ comine des coordonnées quadratiqties 
égales aux puissances d'un point par rapport a une spbere centrale et ä 
trois hyperbolotdes équilatéres. Dans ce systéme, Téquation: 

(2) A' + ;ti' + v' = Qf>\ 

oii Q est une constante arbitraire, est Téquation générale des quartiques 
sy métriques ; car elle dépend de trois constantes arbitraires, savoir la 
hauteur h du tétraédre de référence, le rayon de la spbére centrale (ou, 
ce qui revient au méme, la constante p), enfin le coefficient Q. L'intérét 
principal de cette forme d'équation consiste dans le rapprochement qu'elle 
établit entré les quartiques symétriques et les anallagmatiques du 4*°** 
ordre. Celles-ci en eflfet, comme Ta montré M. Dakboux, peuvent se 
représenter par une équation de la forme: 

AS' + A'S'' + ^"5"' + ^"'5'"' = o, 

oii Sy S\ S"y S'" sont les puissances par rapport a 4 sphéres. Ici, 3 
des sphéres sont reinplacées par des hyperbolotdes équilatéres, genre de 
surfaces qui ne différe de la sphére que par le signe du ^arré de Tun 
des axes. Seulement il convient de rcinarquer qu'en renipla9ant les trois 
hyperbololdes par les sphéres conjuguées, on aurait ici quatre sphéres 
concentriques, et Téquation obtenue represen terait deux sphéres égale- 
ment concentriques. 

L' équation d'une surface étant mise sous la forme précédente, on 
peut remplacer A, /i, A par A + a, /i + a, v + a et f? par f + ^, puis 
chercher quelles valeurs il faut attribuer aux constantes a ^t ^ pour que 
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la forrne d'équation soit conservée. En posant pour abréger i'= W/' — p^j 
on trouve: 

' I— 3Ö' ^ "" 1-3Q' 

Si donc Q . est différent de - , la forme réduite peut étre obtenue de 

deux maniéres différentes. 

Par la combinaison des équations (i) et (2), il vient: 

2{Åfi + h^ + /ip)=^ P'— iFip + (i — Q)ip\ 

Le premier membre, égalé a zéro, représentc (voir n^ 24) le hessien de la 
surface cubique symétrique circonscrite au tétraédre de référence. La 
surface se réduit ä ce hessien si Ton a a la fois P=:o et ()= i. 

P= o revient a dire que la sphére centrale a pour rayon -/?, c'est a 

dire qu'elle est circonscrite au tétraédre de référence. Gette condition 
étant supposée remplie, le hessien a pour équation quadratique: 

r + ;«' + v' = f. 

34. On arrive ä une forme d'équation encore plus simple en sub- 
stituant aux 3 hyperboloKdes équilatéres Ics trois surfaces de revolution 
obtenues en égalant ä zéro les trois fonctions: 

(i) oty/^ + /9(^^ + + r = /i. 

L'équation : 

A' + /i' + v' = ifc 

dépend des trois constantes |, ^, | et représeiite par suite la quartixjue 

symétrique la plus générale. En cherchant a Tidentificr avec Téquation 

ordinaire: 

N+ Ap' + 2Bp' + C= o, 

on trouve que la réduction peut se faire de deux maniéres diflerentes. 
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I^es deux transformations sont ensemble reelles ou irnagiiiaires, suivant 
que le coiie asymptotique est imaginaire ou réel. Les deux transforma- 
tions se réduisent a une scule pour Ä = -; mais alors le coefficient j' est 
infini ou indéterminé. Lorsque les deux transformations sont reelles, Ä 
est supérieur a - . S'il est compris entré i et 3, Tun des systömes de 

quadriques (i) se compose d'ellipso!des, et Tautre d^hyperbololdes. Dans 
le cas contraire, les deux systémes se composent d'ellipsoldes. Les ellip- 
soldes ne sont réels que si B est négatif. 

36. Cherchons maintenant les droites reelles qui peuvent appar- 
tenir a la quartique symétrique. D'aprés ce qui a été dit au n° 7, ces 
droites sont perpendiculaires aux plans de symétrie. On peut le voir 
aussi au moyen des resultats établis au n° 30. En eflfet, la droite 2>', 
symétrique d'unc droite D par rapport au centre, appartient en méme 
temps qu'elle a la surface, et les deux droites déterminent un plan central 
P qui coupe la surface suivant deux coniques (dont Tune formée par 
les deux droites). Ce plan contient donc soit un axe binaire, soit un 
axe quaternaire, ce qui exige qu'il soit normal ä un plan de symétrie 
//. Il coupe par suite les plans directeurs suivant des droites symétri- 
quement placées par rapport ä la trace du plan de symétrie; la droite 
D, étant assujettie a couper ces mémes droites en des points situés sur 
les circonférences déterminées par le plan P dans les sphéres directrices, 
est évidemment perpendiculaire au plan de symétrie II. 

Considérons d'abord une droite perpendiculaire a l'un des plans prin- 
cipaux, et paralléle par conséquent ä Tun des axes ^uaternaires, oz par 
exemplc. Soient x = a, y = [i ses équations. Portant ces valeurs de x 
et de y dans Téquation de la surface mise sous la forme (i) du n^ 28, 
et annulant les coefficients des dilférentes puissances de Zj nous avons 
les conditions: 

^ = -1, 

B' + C = 4ay. 
La condition A = — i réduit 1 equation du cone asymptotique ä 

•"V + y^^^ + -2*1^* = o; 
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ce coue Ti'admet donc pas d'autres génératrices reelles que les axes qua- 
ternaires. Les deux autres conditions montrent que, pour la réalité de a 
et y?, on duit avoir: 

Ii>o, 

3fi' + 4C7<o. 
Soieiit P, et P, les carrés des rayons des" spliéres directrices. On a: 



^i + ^. = 



-— ot FP -^ 
— et r^t ^ — . 



Faisant ^ = — i, et tenant coinpte de ces relations, les iiiégalités pré- 
cédentes deviennent: 

l\ + 1\ > o, 



^-m-'f)<°- 



D'aprés cela, le rapport -^ doit ctre positif et coin])ris entré 3 et -; P^ 

et Pjj doiveiit étre tous les deux positifs. De cette discussion on conclut, 
eu égard ä la symétrie de la surface, que: 

La quartique symétrique contient 24 droites pardUles aux axes qua- 
ternaires lorsque son cone asymptotique se réduit ä ces axes. Les 24 droites 
sont reelles si les sphéres directrices sont reelles, et si le carré du plus grand 
rayon est inférieur ä trois fois le carré du plus petit; autrement dit, si les 
faces du cube inscrit dans la plus grande sphére rencontrent réellement la 
plus petite. 

Il est evident que les 24 droites sont disposées suivant 

6 carrés, placés sur les faces d*un cube, coinme Tindique 

la fig, 3. Par chaque droite, on peut faire passer, outre 

deux pUns paralléles aux faces du cube, cinq plans qui 

contiennent chacun une seconde droite et déterminent autant 

de coniques de la surface; ce sont des plans quatritangents. 

Il existe 60 plans de cette nature, qui font connaitre 60 

coniques. Panni les 5 plans qui passent par Tune des droites, il y a 

un plan central. On a ainsi 12 plans centraux quatritangents; ce sont 

les 1 2 plans, contenant chacun un axe quaternaire, trouvés déjä au n° 30. 
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Il y a deux cubes passant par les 24 droites; les demies longueurs 
de leurs arétes sont les quantités a et jS, Ces deux 'cubes se confondent 
quand on prend 3^^ = J^i? ce qui exprime que le cube circonscrit a 
Tune des sphércs directrices est inscrit a Tautre. Les 24 droites se ré- 
duisent alors aux 12 arétes d'un cube, et celles-ci sont tangentcs a la 
plus petite sphére directrice. La surface possédc dans ce cas 8 points 
coniques (les soinmets du cube). Son équation peut s'écrire: 

xY + i/z' + z'x' — 2a%'c^ + y' + z') + 3a* = o. 

36. Considérons actuellement une droite perpendiculaire a Tun des 
plans diagonaux du cube, et parallele par conséquent a un axe binaire. 
Ses cquations sont, par exemple: 

y = X + a, z = [i. 

Portant dans Téquation de la surface, et écrivant que Téquation en x est 
identiquement satisfaite, il vient: 

A = Oy 

Remarquons qu'en vertu de la condition ^ = o, Tune des sphéres 

directrices disparalt ä Tinfini et le rayon R de l'autre sphére satisfait k 

la relation: 

2BR^ + C - o 

d'ou 

a = j 

2 4 

/5 =T+4' 
Il faut donc, pour lu rcalité de la droite considérée, que la sphére di- 
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Fig. 5. 



rectrice unique soit reelle. Il faut en outre que B soit compris entré 

— 2R^ et — . Si ces conditions sont remplies, la surface posséde 24 

droites reelles, disposces en facettes triangulaircs sur les 
soinmets d'un cube (fig. 4). La deinie arete de ce cube 

est égale a ft, et Ton a ft^ < h -z-9 ou ft < — p- , ce qui 

^ ^ V3 

veut di re que les c6tés des carrés inscrits dans les faces du 
cube rencontrent réellement la sphére directrice. On peut 
également placer les 24 droites sur les faces d'un octaédre 
régulier (fig. 5). 

Les 24 droites se réduisent aux 12 arétes de Toc- 
taédre régulier lorsqu'elles rencontrent les axes quaternaires, 
ce qui a lieu pour y9 = o, d'ou B = — 2R^. L^cquation 
de la surface circonscrite ä un octaédre régulier est donc: 

x' + y* + ^* _ 2x'y' — 2y'z' — 2z'x' — 4R\x' + f + O + 4^^' = o. 

Cette surface posséde 6 points coniques. Sa sphére directrice, de rayon 
i2, touche les 12 droites, arétes de Toctaédre; resultat facile a prévoir, 

car les milieux de ces arétes se trouvent sur les plans directeurs. 

2R' 
Lorsque B atteint sa limite supérieure , Von a a = o et la sur- 

face contient les diagonales des faces d'un cube, c'est a dire les arétes 
de deux tétraédres complémentaires. Nous Tappellerons surface hltétra- 
édrique. Cette surface a 8 points coniques. Son équation est: 




2. .2 



X*+1J* + 2* — 2T'y 



_ 21/2' — 2Z^X' + ^R'{;X'' + //' + ^») — ^Ä* - O. 

La demie aréte de chaque tétraédre est égale a -7=. Si Ton considére 

V 3 

une sphére interceptant sur chaque aréte du tétraédre une longueur égale 
a la moitié de cette aréte, son rayon -est 



s/ 



3 3 



c'est donc la sphére directrice, resultat qu'on obtiendrait imrrfédiatement 
en se rappelant que la sphére directrice passé par les intersections des 
droites de la surface avec les plans directeurs. 
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La liauteur h de chaque tétraédre est égale a son aréte multipliée 
par y-, ou bien a 1— i—, I/équation de la surface peut done s'écrir.e: 



2^2 



X* + y^ + z* — 2x^y^ — 2y^z^ — 2z'^x 
+ 6(^)V + y' + ^')-27(^) = o. 

En prenant Vun des tétraedres conune tetraédre de reférence, il vient: 

t u v w h 

On reconnait le hessien de la surface cubique symétrique circonscrite au 
tetraédre (voir n*' 24). 

Donc: la hitétraédrique est la surface hessienne de la cubique symé- 
trique circmscrite å Vun ou Vautre de ses tétraedres inscrits. 

Il est facile de voir que chaque face du cube touche la surface 
tout le long des deux diagonales. D'aprés cela, toute section plane de 
la surface admet pour bitangentes les traces des 6 faces du cube; ces 
bitangentes sont paralléles deux ä deux. D'aprés ce qui a cté dit au 
n° 24, la möme surface peut étre régardée comnie Tenveloppe du faisceau 
de quadriques: 

M\uw + vt) + N\uv + tvt) + P\ut + vtc) = o, {M + N + P = o) 

ou bien: 

(Tlf» — N' — P')x' •{• {—M' + N' — P')y' ' 

+ (_ ][p — N'+ P^z' + lh\M' + N' + P') = o. 

o • 

Ce sont des hyperbolotdes rectangles, 

L'équation de la surface hitétraédrique peut encore s'ccrire: 



yjx^ — a* + v'y* — a* + v^* — «' = O» 

a representant la demie aréte ilty-\ du cube circonscrit aux deux té- 
traédres. 

Acta mmtkematiea. 10. Imprimé le 3 Aoftt 1887. 32 
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37. Une surface du 4^"^® degré, sans points singuliers, posscdo 
3200 plans tritangents, dont nous allons chercher la disposition sur la 
quartique symétrique. Les plans tangents perpendiculaires a un plan 
de symétrie peuvent se déterminer en prenant ce plan comine plan des 
xy et joignant a Téquation f{Xy y, z^) = o de la surface Téquation 

f{z) = 2zf;.{x, y, z^) = o. 

Si on laisse de cotc la solution ^ = o, qui donne des points de contaet 
situés dians le plan de symétrie, le cylindre enveloppé par les plans 
tangents considcrés a pour trace la courbe obtenue en éliniinant z'^ entré 
les deux équations /*= o, /"/, = o; c'est une courbe du 4*""* degré. Cha- 
que tangente a cette courbe est la trace d'un plan tangent qui touche 
la surface en deux points symétriques par rapport au plan des xy^ c'est 
a dire d'un plan bitangent. Chaque bitangcnte est la trace d'un plan 
quatritangent; aux 28 bitangentes de la courbe correspondent ainsi 28 
plans quatritangents de la surface. Les 9 plans de symétrie déterminent 
d'aprés cela 9X28 = 252 plans quatritangents, mais ces plans ne sont 
pas tous distincts. D'abord, il y a 4 plans quatritangents perpendicu- 
laires a chaque axe quaternaire, cai: on obticnt par exemple les plans 
de ce genre perpendiculaires a oz en éliininant .r^ et ?/^ entré Téquation 
de la surface et ses deux dérivées partielles relatives fi x et y, débar- 
rassées des solutions a? = y = o, et il vient ainsi une équation bicarrée 
en z. Chaque plan perpendiculaire a o^, étant perpendiculaire a 4 plans 
de symétrie, compte pour 4 dans Ténumération précédente, et il y a de 
ce chef 48 plans quatritangents qui se réduisent a 12. Chaque axe bi- 
^laire est également perpendiculaire a 4 plans quatritangents; ceux la, 
étant perpendiculaires chacun a 2 plans de symétrie, comptent pour 2, • 
et il en résulte qu'il y a 4 plans quatritangents se réduisant a 1 2 di- 
stincts. Enfin, chaque plan directeur, coupant la surface suivant deux 
cercles concentriques, est un plan quatritangent a Tinfini, perpendiculaire 
a trois plans de symétrie, et compte par conséquent pour trois. On a 
ainsi: 

12 plans comptant pour 48 

12 » D »24 

4 » 7> D 12 

28 J) » )) 84. 



I 
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II reste 252 — 84 = 168 ])Ums quatritnngenfs pcrpcmliculaircs a un seul 
plan de symétrie, et Ton a au total 168 + 28 = 196 plans quatri- 
tangents distincts, équivalant a 196 X 4 = 784 plans quatritangent«. 
En dehors de ceux-ci, on doit avoir encore 3200 — 784= 2416 plans 
tritangents, déterrninant autant de quartiques unicursales. Il est aisé de 
voir que chaque axe ternaire est perpendiculaire a ,4 plans tritangents, 
ce qui en donne 16, Les autrcs sont au nombre de 2400. Lepolyédre 
general qui jouit de la symétrie cubique ayant 48 faces (hexoctaédre), 
on voit en dcfinitive qu'il doit y avoir 50 hexoctaédres syniétriques dont 
toutes les' faccs sont des plans tritangents. 

38. Les points nodaux de la quartique syniétrique sobtiennent 
en partant de Téquation rendue honiogéne: 

.^^ + y + z' — 2ifr — 2z'x' — 2x'if + Af,' + 2BpH'' + Ct' = o 

et égalant a zéro les quatre dérivées partielles, ce qui donne: 

x{ ,r' — if — z' + Af,' + Ue) = o, 

//(- .'^'^ + ir - z' + Af,' + ne) - o, 

,-(_ .,-^ _ ,f + y^ + Af,' + Ut') '-= o, 
t[lif/' + tv') -- o. 

La derniére équation niontre que les points cherchés se trouvent 
soit sur le plan de Tintini, soit sur la sphére Bfi' -f C = o, orthogonale 
a la surface. Considcrojis d'abord les points a distanee finie. On peut 
faire les hypothéses suivantes: 

1°. X = y = z =^ Oy dou f) = o et par suite C == o. On a un 
point isotrope a Torigine. Cest le cas ou Tune des sphéres directrices 
est évanouissante. 

2°. X = y = o, z = f). Il vient alors: 

(i +^V>' + Z? = o, 

d^oii B^ — A(J = C. La surface possede 6 noeuds (sonnnets d'un oc- 
taédre régulier). En cliacun d'eux, le cone des tangentes, étant assujetti 



/ 
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a lu syinétrie quatcrnaire, est un oone dé revolution. Si Ton a en niéine 
temps A = Oj dou C = B\ la surfaee eontient les arétes d'un octaédre. 

3®. o; = o, y ert ^ différents de zéro. On a alors y^ = z^= -p^y d'oii: 

Ap' + Ii = o, lip' + C = o 

et par suite B^ -^ AC = o. La surfaee posséde 12 noeuds, plaeés au 
milieu des arétes d'un eube. Les deux splieres directrices sont eonfondues 
en une seule, passant par les 12 noeuds; cbaeun des plans directeurs 
touehe la surfaee suivant un cerelc. Gette surfaee ne peut eontenir les 
droites (parallcles aux aretes de Toctaedre) joignant deux a deux les 
points singuliers, que si Ton a ^ = o. Mais alors, p étant supposé fini, 
il vient /? = o et C = o; la surfaee se réduit aux plans directeurs. Il 
ne pouvait en etre autrement ear eliaque plan directeur eontient six des 
droites dont il s'agit. 

4^ X, y et z différents de zéro. Il vient: 

x' = 1/ = z' - Ap' + /;, dou p' - i{Ap' + /;). 

On. a aussi 7?/>^ + C = o. Par suite: 

/?' — AC -- - C\ 

3 

La surfiice posséde eonime noeuds les 8 somniets d'un cube; en chacun 
de ces noeuds, le eone des tangentes, en vertu de la syniétrie ternaire, 

est de revolution. Pour A = — i, dou B^ = C\ la surfaee eontient 

3 

les aretes d'un eube; pour A = o, d*ou ^' = C\ elle eontient celles 

de deux tétraédres; c^est la surfaee tétraédrique. 

Les conditions de realisation de ces quatre cas niontrent que deux 
d'entre eux ne peuvent se presenter en méme temps, a inoins qu on n'ait 
B = C = o. Mais alors la surfaee se réduit a un eone, rentrant dans 
Tune des eatégories suivantes: 

Pour A = — I , eone s évanouissant autour des 3 axes quaternaires. 

Pour A = - , eone s'évanouissant autour des 4 axes ternaires. 

3 

Pour A= o, eone déconiposé en six plans (plans directeurs) et 
possédant 6 aretes doubles (axes binaires) 
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Etudions maintenant les poiiits öinguliers a rinfini. En faisaiit < = o, 
Ton a les 3 équations: 

x{ x'^ — y' ' — z^ + Ap^) = o, 

y{-x' + y'-^' + Ap') = o, 

z{-x'-i/ + z' + Ap')=-o, 

ou bien, en introduisant les cosinus directcurs o, y9, ;- de la direction 
aboutissant ä un noeud: 

o( a' — ^' — f + A)=^o, 

r(-a*-/9' + r' + ^) = o. 
Ici encore, on peut faire diverses hypothéses: 

A cette hypothése correspondent 3 points siuguliers sur les 3 axes qua- 
ternaires. 

2^ a = o, i3' — j'^ + A = o, —i3^ + f + A=^o, 

d'ou A = Oy jS'^ == j''^y cc qui dorine 6 points singuliers sur les axes bi- 
naires. 

3°- «> ^9 T diflférents de zéro, d'ou a^ = y3^ = ^'* = - et A=-, ce 

qui donne 4 points singuliers sur les axes ternaires. 

Voyons comment les divers cas de points singuliers ä Tiniini peuvent 
se combiner avec les hypothéses qui donnent des points singuliers a di- 
stance finie. Si Ton prend A = — i, on peut avoir en outre: 

i^ C=o (point isotrope a Torigine). La surface a 4 noeuds, dom 
3 a rinfini. 

2°. >B = C = o. Cone imaginaire a 3 arétes doubles. 

3°. 5' + C^ = o. Les sphéres directrices sont confondues. La sur- 
face a 12 noeuds a distance finie, sur les axes binaires, et 3 a Tinfini. 
Cest une surface a 15 noeuds. Son équation est: 

4(^y + y'^' + ^'^') — ^B{x' + f + z') + 5' — Q 
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ou bien: 

N—{p'—B)'^o. 

4°. J5^ = — - C. La surface a 8 iioeuds aux soinniets crun cube, 

3 . 

et 3 a rintiui soit au total 1 1 iiocuds. Cest la surface circonscrite ä 
un cube. 

Passoiis a riiypothcse A = o. 

1°. C = o (poiiit isotrope a Torigine). Il y a 7 noeuds dont 6 a 
rinlini. 

2°. li'^ "- C. Il y a 12 noeuds, dont 6 a Tinfini, ot la surface est 
circonscrite a Toctaédre des 6 noeuds a distance finic. 

3°. B = C - o. La surface se déconipose en 4 plans. 

4°. B^ = C, La surface a 14 noeuds dont 6 ä Tintini; c'est la 

surface bitétracdrique. 

Soit enlin ^1 = -. 

3 

1°. 6' = o. 5 noeuds, dont 4 a Tinfini. 

2°. B'^ =^'C. 10 noeuds, dont 4 a Tinfini. 
3 ^ 

3°. B^ = -C. 16 noeuds, dont 4 a rinfini. En posant 



-^ 



B ^ — 2b\ 



Téquation de cette surface, qui préscnte le nonibre maximum de noeuds, 
peut s'écrire: 

(^' — yy + (//' — ^y + {^' — ^'7 — 2t'(.^' + y' + ^') + 2b' = o. 

Les noeuds a distance finie son t sur la spliére qui a pour rayon by^2* 

4°. B = C =^ o. Cone cvanouissant. 

En resumé, laissant de cöte les cones a arétes doubles, on voit 
qu'Än peut avoir: 

1-3-4-6-8- I o- II- 12- 14- 15- 16 noeuds, 

dont 

1-6-8- 12 a distance finie 
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et 

3-4-6 a di.^tance infinie. 

On sait que si une surface du 4''"® degré a 16 noeuds, le cone 
circonscrit a la surface, a partir de Tun des noeuds, se décoinpose en 6 
plans, que, si elle a 15 noeuds, le méme cone se décornpose en 4 plans 
et un cone du second ordre; que, si elle a 14 noeuds, il se décornpose 
en 3 plans et un cone cubique, ou 2 plans et 2 cones quadriques. Dans 
ce dernief cas, il y a 8 noeuds, donnant lieu au premier mode de dé- 
composition, et 6, au second. Il en résulte évidemment que, pour la 
quartique syniétrique «a 14 noeuds (bitétraédrique) le deuxiöme mode de 
décomposition' correspond aux 6 noeuds a Tinfini (cest a dire aux di- 
rections des axes binaires). Les deux plans qui font alors partie du 
cylindre circonscrit sont deux faces du cube inscrit, paralléles a Taxe 
binaire considéré, et tangentes en tous les points de deux droitcs per- 
pendiculaires a cct axe binaire. Les deux cones du second ordre sont 
remplacés par deux cylindres infiniment délics (droites de la surface), 
paralléles a Taxe binaire. 

39. La recherche des noeuds peut également s'effectuer en con- 
sidérant la quadrique de revolution dont il a été question au n° 32. Si 
(p{x^j y^y ^', f) = o est la quartique, et si Ton pose x^ = X, y^ = y, 
etc, Téquation prend la forme (P{X, Y, Z, T) = o et représente la 
quadrique. On a identiquement: 

:r^- 2^r^' etc. 

Les point nodaux de la quartique correspondent donc aux points de la 
quadrique qui vérifient a la fois les 4 équations: 

_a^ —d(P -d<t> ^ ,— d<t> 

Les quatre dérivées qui figurent ici ne peuvent sannuler simultané- 
ment que si la quadrique posséde un point singulier, et se réduit par 
conséquent a un cone. Le sommet de ce cone étant nécessairement sur 
la droite X = Y = Z^ les points singuliers correspond a nts de la quar- 
tique sont sur les axes ternaires, et au nombre de 8. Dans tous les cas, 
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les poirits nodaux a distance finie sont sur la aphore corre.^pondant au 
plan — = o, c est a dire sur la sphére -y =•-- o. On peut faire les hy- 
pothéses sui vantes: 

X = o, ^=o, ^=o. 

La quadrique touche le plan YoZy et par conscquent les 3 plans de 
coordonnées. Il est evident, par raison de syniétrie, que le contact a lieu 
sur les bissectrices' des axes, correspondant aux axes binaires de la quar- 
tique, ce qui donne 12 noeuds de cette dernifere. 

2°. X = Y = Oy — - = o. 

d/i 

La quadrique touche Taxe oZ, et par conscquent les 3 axes de coordon- 
nées, correspondant aux axes quaternaires de la surface, ce qui donne 6 
noeuds de cette derniére. 

3°. X = Y = Z = o. La quadrique passé par Torigine, ce qui 
donne un point isotrope de la quartique. 

Les noeuds a Tinfini se produisent quand la quadrique touche a 
rinfini soit les plans, soit les axes de coordonnées.^ Ils se produisent 
aussi quand la quadrique a un point a Tinfini dans hi direction de son 
axe; ce qui réduit son cone asymptotique a cet axe. La quadrique est 
alors un parabololde. Cest ainsi que la surface ä 16 noeuds dérive 
d'un paraboloide, de revolution autour de la droite X=F=Z, tangent 
aux trois plans de coordonnées. La surface a 15 noeuds correspond a 
une quadrique touchant a Tinfini les 3 axes de coordonnées et a distance 
finie les trois plans de coordonnées. Chacun de ces plans rencontre la 
quadrique suivant deux droites paralléles aux deux axes contenus dans 
son plan; c^est un hyperbololde rectangle, engendré par la revolution d'une 
aréte d'un cube autour d'une diagonale. 

Les surfaces qui possédent 8 noeuds a distance finie sur les axes 
ternaires, c'est ä dire les surfaces ä 8, 11 et 14 noeuds, jouissent d'une 
propriété remarquable. Chacune d'elles dérive d'un cone droit; par con- 
séquent les deux systémes d'eHipsimbres correspondant aux génératrices 
rectilignes sont confondus et, le long de chaque ellipsimbre, la quartique 
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est touchée par la quadrique correspondant au plan tangent du cone. 
Gette quadrique passé évidemment par les 8 noeuds dérivant du sommet 
du cone; en chacun de ces noeuds, elle fait, comme on peut le constater 
facilement, un anglc constant avec Taxe ternaire. De plus, rellipsimbre 
de contact se trouve sur un cone du second ordre, correspondant au plan 
méridien du cone de revolution, et passant conséqueniment par les axes 
temaires. Ainsi : 

Toute quartigtéé symétrique possédant 8 noeuds ä distance finie sur les 
axes temaires est rencontrée suivant deux ellipsimbres par les cones du 
second ardre passant par ces axes, et touchée^ le long de chacune de ces 
courbes par une quadrique contenant les 8 noeuds et coupant les axes ter- 
naires sous un angU constant. 

On voit en méme temps que la quartique symétrique dont il slagit 
est Tenveloppe de la quadrique: 

AX^ + fxY^ + vZ^ = Const. 

lorsque A, /i, j^, varient de telle fa9on que Å + /x + v et A' + // + v' 
aient des valeurs constantes. 

40. La classe d'une quartique est en general égale ä 36, mais 
chaque noeud Tabaisse de 2 unités. La quartique a 16 noeuds est donc 
de quatriéme classe. Par conséquent, sa réciproque relative a une sphére 
centrale est du 4*°** ordre, et comme cette réciproque jouit de la méme 
symétrie, son équation doit rentrer dans le type general: 

N+ Ap' + 2Bp^ + C= o. 

Pour déterminer les constantes, remarquons qu ä chaque noeud ä 
distance finie de la premiére surface (placé, comme nous Tavons vu, sur 
un axe binaire) correspond un plan perpendiculaire ä Faxe binaire, et 
touchant la réciproque suivant une conique. Chérchons donc ä quelle 
condition un plan tel que z =^ y + p peut toucher une quartique symé- 
trique suivant une conique. Cette conique étant nécessairement symé- 
trique par rapport a Taxe des Xj ses équations peuvent secrire: 

J-' + «^' + A^/ + r = o 

Aeta mathemaliea, 10. Imprimé U 4 AoQt 1887. 33 
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et, si l'on coupe la aurface par le plan ^ = y + jp, Téquation de la pro- 
jection doit se réduiré ii [x^ -4- »V^ + /%/ + ff ^ o. En partant de cette 
remarque, on trouve sans peine: 

3 3 3 

a = — I, y9=_p, y=—p\. 

p- reste seul arbitraire. Uéquation de la surface cherchée se réduit ainsi ä: 

{r} - yj + C»/ - zj + {z' - x^y ~ 2p\x' + ;/» + /) + 2p* = o. 

Il résulte de la que: 

La récipi'oque dHune quartique stfmétiique a i6 noeuds est une surface 
de méme nature. 

Ceci nous permet de compléter les propriétés de la surface a i6 
noeuds. Elle est touchée suivant une conique par chacun des 12 plans 
tels que ^ = y + p, et les équations de la conique de contact sont: 

x' — y''—py—p' = o. 

Cest une hyperbole rencontrant le plan zoy en deux points im^ginaires, 
et chacun des plans zoxj xoy en des points réels qui sont bien, comme 
cela est nécessaire, des noeuds de la surface (par exemple, lepoint^ = o, 
X r= y = p). Chacun des plans touchant la surface suivant une conique 
passé par 4 noeuds, et est perpendiculaire a un axe binaire. La sur- 
face, n'ayant que 16 noeuds, ne posséde que 16 plans bitangents distincts: 
a savoir les 4 plans directeurs et les 12 plans qui la touchent suivant 
des coniques/ Si Ton considére les sections perpendiculaires a Faxe 
quaternaire o^, on remarque que, pour ;er = o, il n'y a pas d^autré 
points réels que les 4 noeuds situés dans le plan sécant, et que, pour 
;?=+p, la section se décompose en deux coniques. On en conclutt 
1° que le cylindre circonscrit parallélement ä un axe quaternaire se 
réduit a 4 plans; 2° qu'il y a sur chaque axe quaternaire deux points 
dont chacun est le sommet de deux cones de second ordre circonscrits a 
la surface. 
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Aux quatre cercles directeurs correspondent 4 cylindres de revolution 
circonscrite parallélement aux axes ternaires. Observous eiifin que la ré- 
ciprocité dont jouit cette surface perraet de déduire des divers modes de 
generation indiqués précédemment une serie de modes nouveaux. Ainsi, 
aux diverses series d^ellipsimbres qu'on peut tracer sur la surface cor- 
respondent diverses series de déve'oppables, circonscrites a la fois a la 
surface et a un couple de quadriques; etc. 

La surface réciproque de la quartique symétrique a 14 noeuds (ou 
bitétraédrique) est une surface symétrique du S*"' ordre, qui posséde un 
mode de generation remarquable. La bitétraédrique étant Tenveloppe 
d'une serie de quadriques qui passent par 8 points fixes, et dont chacune 
la touche suivant une cllipsimbre (intersection de deux quadriques infini- 
ment voisines), on en conclut que la surface réciproque est Fenveloppe 
d'une serie de quadriques qui touchent 8 plans fixes, paralléles aux faces 
de Toctaédre. Le lieu des points de contact des quadriques avec chacun 
des plans fixes est une circonférence ayant son centre sur Taxe terriaire 
pcrpendiculaire. La surface réciproque posséde 12 droites, correspondant 
ä celles de la surface bitétraédrique et formant coihnie oelles-ci les diago- 
nales des faces d'un cube. 

41. Parmi les cas particuliers de quartiqiies symétriques, il con- 
vient de citer celui ou le coefficient B est egal a zéro. Alors la somme 
des carrés des rayons des sphéres directrices est nuUe, et cellesci se 
coupent orthogonalement. Le cone asymptotique n'a pas de points de 
rencontre a distance finie avec la surface. La quadrique correspondant 
a ce genre de surfaces a évidemmcnt son centre a Forigine. Considérons 
spécialement la surface: 

x' + y* + z' = i 

qui dérive de la sphére X^ + T' + ^^ = i> ^t qu'oh peut appeler pour 
cette raison surface pseudosphérique. En mettant; son équation sous la 
forme ordinaire, on trouve: 

iV .+ (/>'- v !)(/>' + v'I) - o. 

La surface pseudosphérique est Tenveloppc de la quadrique 

AX"* + BY- + C'Z'= I, 
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lorsque Ä^ -{- B^ + C^ est constant. En posant x^ = X,. y^ =1^, r = Z, 
et suivant le procédé indiqué au n^ 23, pour le cas des surfaces tétraédrales 
symétriques simples (qui coinprend celui de la surfacé pseudosphérique), 
on reconnalt que la déterinination des lignes asymptotiques revient a 
rintégration de Téquation dX^ + dY^ + dZ^ = o. Le probléme se réduit 
donc a trouver les génératrices recti lignes de la sphére. 

La surface pseudosphérique contient les 1 6 droites suivant lesquelles 
les 4 plans z*^ — i = o coupent les 4 plans a;* + y* = o- P^^ permu- 
tation des variables, on obtient 48 droites do la surface, toutes iinagi- 
naires, au sujet desquelles il y a lieu de se reporter a la reinarque pré- 
cédemment faite (n*' 7). 

La réciproque de la surface pseudosphérique par rapport ä une sphére 

centrale est: 

444 

^' + y' + -21' = Consf.y 

surface du 36*"* ordre, possédant 48 droites triples 

Sa transformée par rayons vecteurs réciproques issus du centre a 
une équation de la forme: 

J(^' + y^ + ^* — A:(x' + yN- ^y = o. 

L'équation, plus générale: 
(i) x' + i/ + z'- k{x' + ,f + z' + B^Y = o 

est homogéne par rapport aux 4 quantités Xj y, Zy x^ + y' + ^' + -B% 
qui peuvent étre regardées comme les puissances du point {x^ y, z) rela- 
tives a 4 sphéres, dont 3 infinies et une iinaginaire. La sphére 

(2) x" + f + z^^-^ie = 

est orthogonale a ces quatre sphéres, et par conséquent la surface (i), 
en vertu d'une remarque de M. Darboux, est anallagraatique par rapport 
a la sphére (2). Cest une surface anallagmatique douée de toutes les pro- 
priétés établies précédemment pour les surfaces binaires a symétrie cuboc- 
taédrique. 

42. Parmi les surfaces cuboctaédriques du 6*°^® ordre, nientionnons 
seuleinent la suivarite, a cause de la simplicité de son mode de generation. 
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Un plan mobile, tangent a une sphére fixe de rayon - , coupe trois 

diamétres rectangulaires de cettc sphére en trois points A^ By C. Le 
lieu du ccntrc de gravité du triangle ABC est la surface: 

14.14-1 = 1 

^' "^ l^' "^ 2* a« 

ou 

C*est une surface tétraédrale symétrique simple, dont on sait par 
suite trouver les lignes asymptotiques. La droite qui joint Torigine ä 
un point de la surface est inverse de la perpendiculaire abaissée sur le 
plan tangent. La méme surface peut étre engendrée par le foyer d'un 
parabololde de revolution, qui se déplaöe en restant tangent aux trois 
plans de coordonnées. 



Quatrieme jHtp^tte. Surfaces du type tconidodécaédrtque. 

43. Le type icosidodécaédrique est caractérisé par 15 plans de 
symétrie, contenant chacun deux arétes paralléles du dodécaédre. Ces 
quinze plans förment cinq systémes de triédres trirectangles. Leur exi- 
stence entraine celle d'un centre de symétrie, de 6 axes quinaires (per- 
pendiculaires aux faces et passant chacun par les centres de deux faces 
paralléles) — de 10 axes temaires (les diagonales du dodécaédre) — de 
15 axes binaires (les perpendiculaires aux plans de symétrie, joignant 
chacune les milieux de deux faces paralléles. Les faces de Ticosaédre 
conjugué sont perpendiculaires aux axes ternaires, c'est ä dire aux diago- 
nales du dodécaédre. 

Prenons comme plans de coordonnées trois' plans de symétrie rect- 
angulaires, et commen9ons par chercher les équations qui déterminent les 
principales données du systéme. Pour iixer les idées, nous supposons 
qu'il s'agis8e d'étudier le dodécaédre régulier. Chaque axe binaire ren- 
contre ä angle droit deux arétes contenues dans un méme plan de sy- 
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Fig. 6. 




j X 



luétrie. oj;, par exeinple (fig. 6) rencontre une aréte 
ÄR que nous pouvons supposer située dans le plan 
xöy. En prenant sur o^ une longueur oB— oA=a, 
nous avons en B une aréte J5P, normale a oy, et la 
symétrie ternaire autour de la droite ic = y = ^ exige 
que cette aréte soit dans le plan zof/. De ménie 
a la distance oC = a, Taxe oz est rencontre par 
une aréte CQ située dans le plan xoz. 

Par Taréte AR passent deux faces du dodécaedre. 
Soit ARM Q la face contenue dans le triédre positif, 
et soit X + /j = o réquation du plan central paralléle a cette face. On 

■ * 

a de méme les deux plans y -f- Ar = o, z + Åy = Oy correspondant aux 
deux autres faces BPMRy CQMP, déduites de la premiére par la sy- 
métrie ternaire. La droite MP est une aréte, et le diédre des deux faces 
qui se coupent suivant MP est double de celui que forme la face MQAR 
avec le plan xoy. Cette condition détermine X. En effet, la normale 
a la face BPMR, dirigée extérieurement au dodécaedre, a pour cosinus 
directeurs: 



V I + ): 



V I + / 



:4 



O. 



De ménic la normale extérieurc ii CQMP a pour cosiiuis: 



/ 



o, 



\i + I 



». 



n/i + X' 



Le cosinus de Tangle dicdre MPj supplémentaire de Tangle des normales 
cxtérieures, est donc -' ., . Get angle est double de Tangle i d'in- 

clinaison d'unc face sur le plan de symétrie adjaccnt. Dailleurs tgi = j. 
On a donc: 



dou: 



ä' + Å 



1 = o. 



N 
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Il faut évidemment prendre pour X la racine positive de cette équation: 



;. = ^l^ 



Si fi est Tautro raoino, on a: 



P/i = — I, / + /i = — !> d'ou A^ + // = 3. 

Chaque plan de symétrie est perpendiculaire ä une aréte. L'aréte 
MP étant paralléle a Tintersection des deux plans y + Aa? = 0, z + hf= o, 
le plan de symétrie qui lui est perpendiculaire a pour équation: 

Lx — y + lz^o 

ou bien: . 

/i.r + ;?/ — Xz = o. 



I 



Par permutation, on tron ve alors que les 15 plans de symétrie sont: 

X = o, y = o, \? = o, 

■ • . « 

^ ± Ay + /t? = o, 
+ /tr + y + A? = o, 
+ Xx + fiy '\' z= o. 

Les plans eentraux paralléles aux faces sont au nombre de 6, ayant 
pour équations: 

// ± )^ = o, 

X + Åz = o. / 

Ces six plans, perpendiculaires aux axes quinaires, peuvent, (^'une maniére 
abrégée, étre appelés plans quinaires. Les plans eentraux perpendiculaires 
aux rayons pässant par les sommets, c'est a dire aux axes ternaires, sont 
au nombre do dix et peuvent étre appelés plans ternaires. Pour les dé- 
terminer, remarquons que le sommet P (fig. 6) est a rintersection des 
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trois plans x = Oj y == a, z — « + Ay = o. Le plan ternaire correspondant 
est donc y = — (i — A)-?, ou bien y = — ?,^z. On a alnsi un premier 
groupe de six plans: 

y ± ^^^ = o, 
z ± X^x =^ o, 

^ ± /'// = o. 

Le sommet M est sur la droite x = y = Zj perpendiculaire au plan 
X -\- y '\' z = Oj et Ton en déduit un second groupe de quatre plans: 

^ + ?/ ± ^ = O- 

44. Nous pouvons prendi^e comme elements non sphériques les 
deux produits: 

Jlf = (/ _ X'y'){x' — X'z%v' — Å'x'), 

N= {jf — X'z%z' — X'x'){x' — X'f){x'+y' + z'— 2x'y' — 2y'z' — 2z'x') 

qui représenfent, a des facteurs numériques prés, les produits des distances 
d'un point aux six plans quinaires et aux dix plans ternaires. L'équa- 
tion générale des surfaces icosidodécaédriques est donc: 

^((y« _ X* z'){z' — Å' (r%x' — Å'y\x* +y'-\.z*— 2xhf — 21/ z' — 2z*x'), 
(y» _ x'x'){z' - A'»/»)(.r' - k^z"), {x' •+ 1/ + z")) = o 

X étant egal ä ^ et ^ désignant une fonction arbitraire. 

Le p^joduit des degres des elements L, My N est egal a 120^ ce 
qui est précisément le nombre minimum de points forman t un groupe 
doué de la symétric icosidodécaédrique. Les elements 3f et ^ sont donc 
bien les elements simples dont nous avons bésoin. On reinarque en méme 
temps que, conformément ä la théorie générale exposée au n^ 2, la somme 
de leurs degres, diminuée d'une unité est égale a 15, c'est ä dire au 
noinbre des plans de symétrie. 
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Pour exprimer effectivement Xy ?/, z en fonction des elements i, 3f, JV, 
on peut poser: 

•^ y + ?f ^ + ^^ = '' > 

2 2 2 

x*}rz = IV, 



..4. ,2 



4^2 



^ ?/ + ?/ -2^ + ^ ^ "^ j^ 



,2^.4 



.2 .4 



d'ou p -^ q ^ Lv — 3?r. En développant les valeurs de itf et N, il vient 



d ou : 



;.'(A« - i)q = M + j^A-^ + mK^'' + /" - 2). 



iv 



Tirons de la p -{■■ q et pq. D*antre part, nons avons: 

})q = 5r.rV^ + utHt^' + yw'^ = v^ — 6Lrw + qw^ + wL\ 
Egalant les doux valeurs de pq, on obtient: 

;/(;[« _ iy(^r' — 6Lvw + qw' + ivJ/) 

De méinc, en égalant IcR deux valeurs de p + ?> on trouve: 

Cetto derniere équation, linéaire en w, donne une valeur de w qui, port<?e 
dan.^ réquation précedento, condnit a. une équation du 5^"*" degré en r. 
On aura done 5 valeurs de r, c'est a dire de .r^//^ + y^^^ + z^x*^, cor- 
respondant aux 5 triédres trirectangles formés par les plans de syniétrie. 

Aeta mathematiea, 10. Imprimé le 10 Aoftt 1887. 34 
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V et w étant connus, et L étant supposé donné, les inconnuea x^, ?/^ z 
se présentent comme racines d'une équation du 3*°'*' degré. Mais ces 
racines ne peuvent étre rangées arbitraireinent. Quand on a, par exemple, 
ehoisi Tune d'elles pour valeur de .T^ rcquation x^i/^ -^ y^z^ -\- z^x^ =pj 
dans laquelle j) est connu, et qui est dissymétrique par rapport a ?/^ et 
z'\ ompéche la pcrinutation de ces deux coordonnées. lyéquation du 3" 
degré ne donne donc que trois groupes de valeurs de x^, y^, ^^ cor- 
respondant a 24 groupes de valeurs åe x, y, z. Les 5 racines de Téqua- 
tion en v conduisent donc a un ensemble de 5 X 24 = i 20 points, comme 
on devait le prévoir. En resumé, le problcme dépend d'une équation du 
S^'"" degré. 

45. Le degré minimum de la surface icosidodécaédrique non dé- 
composable en sphéres est évidemment le sixiéme, et dans ce cas, Téqua- 
tion peut s'écrire: 

(^' - ^'//')(.^' — >^'2W — ^^) + M + 3/?/>* + 3cy + J) = o. 

A, B, C\ I) étant quatre constantes arbitraires, et p, la distance a Tori- 
gine. Pour abréger, nous appellerons cette surface sextique symétrique. 
Son intersection par une sphére ccntrale est une sphérosymétrique du 
1 2*°"^ ordre. Son intersection par un plan perpendiculaire ä un axe 
quinairc est une sextique plane ayant 5 axes de symétrie. Par consé- 
quent, la surface peut étre engendrée au moyen d'une sphérosymétrique 
du 12*"® ordre s'appuyant sur une sextique plane qui a 5 axes de sy- 
métrie. 

La sextique symétrique, étant une surface binaire, posséde trois sphéres 
directrices, dont les rayons R^, It^, It^ vérifient Téquation en pi 



Ap' + zBp' + 3^/>'+ D-o. 



Si Von désigne par plans directeurs les 6 plans quinaires, on peut dire que: 
La sextique symétrique est le lien des points dont le prodtiit des di- 

stances ä 6 plans directeurs, paralléles aux faces d^un dodécaédre régulieVy 

est proportionnel au prodtiit des puissayices par rapport a 3 sphéres direc- 

triceSy concenfriques au dodécaédre. 

Chacun des plans directeurs coupe la surface suivant 3 cercles con- 

centriques, ce qui fait connaitre 18 cercles de la surface. D'aprés la 
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théorie géiiérale la surface coupe orthogonalement deux sphéres qui font 
conriaitre deux lignes de courbure sphérosymétrique, et dont le rayon 
dépend uniquement de celui des sphéres directrices. 
Si Ton luet réquation sous la forme: 

(O (^'-AV')(^'-vlV)C//'-A'a:^) + A{p-^ - RD{p-' - R^ip' - my = o, 

on voit qu on obtient 8 points de la surface en prenant les points d'in- 
tersection des trois quadriques, ä sections cycliques centrales invariables: 



-•i 



-X^f^tip^-Ei), 

t, Uy V étant trois paramétres lies par la seule conditiori: 

tuv.-}- A - o. 
Les 8 points son t sur la sphére: 

^•^(i _ X') - - (/ + u + v) fr — {IB\ + tiB\ + vF^. 

Lor6qu'on a a la fois: 

tav ■=■- — -4, 

^ + w + ^ = I — A* = A, 
tE\ + uE\ + vBl = o, 

les 3 quadriques ont en coniniun une ellipsimbre, qui appartient par 
suite a la surface. On peut satisfaire de trois inaniéres a ces conditions, 
et on trouve ainsi, en cliaque point, 3 ellipsimbres symétriques par rap- 
port aux plans de coordonnées. Coninie on peut d'ailleurp, de 6 ma- 
niéres différentes, combiner les facteurs de Téquation (i) sous une forme 
telle que (2), on en conclut 1'existence de 18 ellipsimbres situées sur la 
surface, et ayant pour plans de symétrie les trois plans de coordonnées. 
Chaque systéme de plans de symétrie trirectangulaires correspond donc 
a 18 ellipsimbres; comme il y en a 5, on parvient a un total de 90 el- 
lipsimbres passant par chaque point de la surface. On voit en méme 
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tenips quo la sextique syinétrique peut étre eiigcndrée au moyen d'une 
sphérosyinétrique du 12*"® ordre qui s'appuie sur une ellipsimbre. 

46. Si Ton pose x^ -= X, }f = Yj / = Z, on est ainené a con- 
sidérer la sextique symétrique comrne dérivant d'une surface cubique, a 
chaque point de laquelle correspondent 8 points de la sextique. A chaque 
droite de la cubique correspond une ellipsimbre de la sextique, et Ton 
a ainsi 27 ellipsimbres. Celles-ci se composent: 1° des 9 couples de 
cercles interceptés par les couples de plans directeurs symétriques relä- 
tivement aux plans de coordonnées; 2° des 18 ellipsimbres, symétriques 
relativement aux mcmes plans, déja rencontrées ä Tarticle précédent. A 
chaque plan tritangent de la cubique correspond une quadrique coupant 
la surface suivant 3 ellipsimbres et touchant cette surface en 24 points. 
Il y a donc 45 quadriques jouissant de cette propriété et posscdant 
comme plans de symétrie trois plans de symétrie rectangulaires de la 
sextique. Parmi ces quadriques, se trouvent comptées les 3 spliéres di- 
rectrices, ainsi que 3 couples de plans directeurs; il reste donc 39 qua- 
driques proprement dites. Les 5 groupes de plans de symétrie tri- 
rectangulaires entrainent par suite Texistence de 5 X 39 = 195 quadriques, 
coupant chacune la sextique suivant 3 ellipsimbres, et la touchant en 
24 points. Deux ellipsimbres d'un méme groupe, c'est-a-dire ayant les 
mémes plans de symétrie, se rencontrent ou ne se rencontrent pas suivant 
que les droites correspondantes de la cubique sont ou non dans le méme 
plan. On peut ainsi étendre a la sextique les théorémes concernant la 
disposition des droites d'une cubique. Par exemple: 

Par chaque ellipsitnbre passent 5 quadriques coupant chacune la sur- 
face suivant deux autres ellipsimbres du méme groupe; 

Chaque ellipsimbre est rencontrée par dix autres du méme groupe; 
savoir 3 couples de cercles et 6 ellipsimbres proprement dites, 

On pourrait aussi considérer les ellipsimbres comme disposées en 
doubles-six d'aprés Tarrangement imaginé par Schlafli; mais il paralt 
inutile d'insister davantage sur ce sujet. 

47. Si Ton pose: 

Z — X'Y= U + F, 

X — X'Z=V+T, 
Y — )?X=T^ U, 
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d'ou: 

w{i ~-X') = ka}= 2(r+ U+ F), 

réquation de la surfacc cubique considérée a Tarticle précédent peut 
8'écrirc : 

{U + V){V 4- T){T + U) + Aco' + iBw' + iCw + I) = o, 

ou bieii, en modifiant les constantes: 

T' + U' + V' = Aw' + 2>B'w'' + iO'a} + />'. 

Ori peut en outre détenniner 4 constantes a, ft, a', ft', telles qu'on ait 
identiquement: 

Ä'(o' + zB'(o' + 3C'co + D' = (aco + hf + {a'o) + ft')'- 

Posant enfin 

a (O + b = — 0y 

a'io ^V = — Wy 
réquation de la surfacc cubique se trouve mise sous la forine canonique: 



r 4. 1/3+ F=' + 0» + 'r = o. 



Les conditions imposécs ä a, ft, <i', i' sont: 

«''i + a'* 6'=-- F, ' 
06* + «'&'* = C, 

Pour résoudrc ce systéme, oii peut supposer qu'on ait d'abörd fait dispa- 
raitre D' par le changement de ö> en co + s, s étant une racine de: 

Alt" + 3F5» + %Gs + D' = o. 
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D' étant ainsi annulé, Ton a: J' == — b, dou: 



[a +a')&»=6", 



et par suite: 



(a* — a")» B 



>t 



a -{• a C 



Soit a -^ a' = u, a — a' = Vy il vieiit: 

B" 



uv'^ = 



D'ailleurs: 



d'ou : 



u 



4(a^ + a'3) = a^ + 3wt;^ =^ 4^', 



= \/4^'-f^. »=\/c^- 



La réduction n'est réelleiiierit possiblc par cette inéthode que si Cu est 
positif, ou bien: 

^AO — 3B'' > o. 

Revenant a la sextique, on voit que son équation peut s*écrire, dans 
les inémes conditions: 



r ^ U' + V + 0' + r' = o, 



(P =^ o et W = o étant dcux sphércs centrales, et T=o, f/=o, F=o 
étant les trois cones: 

¥ +(i + X'){s' — X') -^- o, 
Xz^ +(i +A')Oc^_y^)_o. 

48. Cherchons maintenant les droites reelles qui peuvent appar- 
tenir a la sextique symétrique. IVaprés ce qui a cté dit précédeniment, 
ces droites sont perpendiculaires aux plans de symétrie, et paralleles par 
suite aux axes binaires. Réciproquement, si une droite est perpendicu- 
laire ä un plan de symétrie, on peut déterniiner les quatre coefficient^ 
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de la sextique symétrique de fa9on qu'elle rencontre la droite en quatre 
points dissymétriques, et par conséquent en 8 points. La droite appar- 
tient alors a la surface, ainsi que le groupe de 60 droites dont elle 
fait partie. 

Si la sextique symétrique contient des perpendiculaires aux plans 
de symétrie, son cone asymptotique passé par les axes binaires, et en 
partieulier par les axes de coordonnées. La condition nécessaire et suffi- 
sante pour cela est que le coefficient A soit nul, c'est Ji dire qu*une des 
sphéres directrices soit infinie. Prenons donc la surface: 

+ Z0{x? + ?/' + r) + D = o, 
et écrivons quelle contient la droite .r == a, «/ = /9. Nous trouvons: 

yf — A'a'=^, 

A'^(2 + T) + a'(i + 2A') = -^^', 

lUfx^f? + 3»(a' + f^y- + 3C'(a^ + ?") + 7> - o. 

L*élimination de a^ et ^ conduit a une équation de condition compliquée, 
rnais linéaire en 7). 11 en résulte que panni les sextiques formant une 
farnille asymptotique, c'est a dire n'ayant de points communs qu'a Tinfini, 
il y en a uno, et une seule, qui contient 60 droites a distance finie. Si 

les deux sphéres directrices sont donnoes, on connait les rapports ^ ^^ • 

En posant C = uB^ D == vB, on a, pour détorminer B, une équation du 
^tme (jggp^^ gans termc indépendant. Laissant de cöté la racine nuUe, 
qui réduit la surface aux plans directours, on voit que ^;ar/m /^s 5^.t</j?/^ 
fjin posskle)}t deux sphéres directrices données (Ja troisiénie étant rejetée å 
Vinfini), il y en a deux qui confiefinent 60 droites. Enfin, si Ton veut dé- 
terminer une sextique passant par une droite donnée, perpendiculaire a 
un plan de symétrie, on obtient, au moyen des équations précédemment 
écritcs, dos valeurs, toujours finies et déterminées, des coefficients B, C, J), 
D'aprés cela, il y a toujours tine sextiqtie symétrique^ et une seule, passant 
par une droite perpendicidaire ä un plan de symétrie. La disposition des 
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Fig. 7 




Fig. 8. 



6o droites est bien facilc ä imaginer, on peut les regarder 
comme placées sur les faces d'un dodécaédre régulier, pa- 
rallélement aux arétes (fig. 7). On peut égalemcnt les 
disposer sur les faces d'un icosaédre (fig. 8). 

49. Proposons nous de déterminer une surface con- 
tenant les arötes d'un dodécaédre régulier. Soient x = o, 
y = /i les équations d'une de ces arétes. En faisant a = o 
dans les équations générales, on trouve, pour la surface 
cherchée : 

+ )?[f-{fP -)?)[p^ -{)? + ,)[P] = o. 

Cette surface posséde 30 droites a distance finie, et 
6 a Tinfini. Le long de chaque droite a distance finie, 
le plan tangent est fixe (perpendiculaire a un plan de symétrie). Il y 
a 20 noeuds a distance finie (somxnets du dodécaédre) et 15 a Tinfini 
correspondant aux- directions des arétes du dodécaédre. En chaque sommet 
du dodécaédre, le cone des tangentes, possédant- la symétrie ternaire, est 
de revolution. L'une des sphéres directrices (/)^ = [?) est tangente aux 
arétes du dodécaédre. L'autre sphére directrice passé par le point de 
rencontre de Taréte ir = o, y = ^ avec le plan directeur ^ + Ay = o. 
On peut former de méme Téquation d'une surface contenant les 
arétes d'un icosaédre. Une aréte de ce genre a pour équations .T = a, 
y = o. Il suffit donc de faire ft = o dans les équations générales, et 
Ton obtient: 




(/ _ ;;i,;2)(^2 _ ;,2^2)(^2 _ ;^2^2J _ p^2(^^2 _ ^,^^^2 ^^2 _ ^2(, ^ p)J _ ^ 

Cette surface posséde, commo la précédente, 30 droites a distance finie, 
dans les plans de symétrie, et 6 a Tinfini. Elle a 12 noeuds a distance 
finie (sommetÄ de Ticosaédre), et 1 5 a Tinfini, dans la direction des arétes. 
En chaque noeud a distance finie, le cone des tangentes, possédant la sy- 
métrie quinaire, est de revolution. L*une des sphéres directrices (/>^ = a^) 
est tangente aux arétes. I/autre sphére passé par le point de rencontre 
de Taréte x = ol, y =^ o avec le plan directeur A? + ^r = o. 
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Une sextique symétrique proprement dite ne peut contenir les cötéii 
des pentagones réguliers eonvexes placés sur les faces du dodécaédre ré- 
gulier de telle fa9on que leurs sommets eoTfncident avec les milieux des 
arétes du dodécaédre; car, en pareil cas, chaque plan directeur reneon- 
trerait la surface suivant dix droites. Mais il existe une sextique con- 
tenant les c6tés des pentagones étoilés correspondant aux pentagones eon- 
vexes formés par les faces du méme polyédre. Il suffit, pour obtenir 
son équation, de faire a = ji dans les formules générales, et il vient: 

(^' — ^y){r' — Å'z'){f/' — k'x') + X'a'{f,' — 7^7/' + 1 3^^ = o. 
50. Pour étudier les points nodaux de la sextique symétrique, 



posons: 



/ — A^v^ = v 



x^ — /?z^ -— 1' 



?/' — A^r^ --- Wj 



l'ou : 



/>"(i — )?) -- //>• --?/ + !; + w. 

L'équation, renduo homogéno: 

f{u, v, w, t) ^ uvw + Ap' + 32?// V- + 36y>V* + /)/•* ^ o 

donne: 

IC _ 2ux{fr — Å'v) + 6x{A// + 2 V/' + CV), 

?^ ^ 2v,,{u — A'/f) + 6y{Åp' + 2Bfh' + rA% 

^[ __ 6/(7?// + ^C(h' + iny 

Pour un point nodal, ces quatro dérivéos s*annulent en méme temps. 
Cherchons d'abord les noeuds a distance finie. t étant différent de zéro, 
on a en faisant / = i : 

7?// + 26y + 7; = o 

Acta mathrmatica. 10. Imprimé le 11 Aotit 18S7. gg 



274 L. Lecornu. 

ce qui exprime que toua les points nodaux a distance finie sont, confor- 
mément ä la théorie générale, sur les deux sphéres centrales orthogonales 
a la surface, autrement dit sur les deux lignes de courbure sphériques. 
Ceci pose, on peut faire les hypothéses suivantes: 

!*'• hypothése. x = y = z = Oy d'oii yo = o, ce qui exige que I) 
soit nul. On a alors un point isotrope a Torigine. 

2*"® hypothése. .r = y = o, z\o\ alors ic = o. On a donc a la fois: 

Ap' + 2Bp' + C =- o, 

d'ou : 

4(7?' — 460(6^ — BI)) = {BC — AD)\ 

C*est la condition pour que deux sphéres directrices eolncident. D'aprés cela: 
Chaque fots que deux des sphéres directrices sont confondues, la surface 

posséde 30 noeudSy placés ä la rencontre de cette sphére avec les axes binaires. 
Ges 30 noeuds sont les milieux des arétes d'un dodécaédre régulier; 

la surface ne peut, sans se réduire aux plans directeurs, contenir les 

droites qui joignent ces points deux ä deux. 

Quand les trois sphéres directrices sont confondues, ce qui a lieu 

ABC 
pour "p = TT = 7J> chaque axe binaire rencontre la surface en 6 points, 

confondus trois par trois en deux noeuds. Get axe est donc, en chaque 
noeud, une genera trice du cone des tangentes, et la symétrie binaire 
exige par suite que le cone des tangentes se décompose en deux plans 
passant par Taxe binaire. Chaque noeud est alors biplanaire, et il est 
facile de trouver ses deux plans tangents. Gar Téquation de la surface 
peut 8'écrire: 

(/ — Ä'f)(;x' — x'g'){!f' — /^r') + A{x' + f + / — ny = o. 

Faisant z = A, pour avoir la section par un plan tangent a la sphére 
directrice en Tun des noeuds, il vient: 

{h^ _ )?f){x'' — A^Ä.')(t/' — K^x') + A^x" + yy = o 
et les tangentes ä la section en son point double sont données par 
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y^ — A^ic^ = o; ce sont les traces des plans directeurs passant par ce 
point. En resumé: 

Quand les trots sphéres directrices sont confondues, chaque axe binaire 
rencontre la surface en deux noeuds biplanaires, et les deux plans tangents 
en chaque noeud sont les plans directeurs qui se coupent suivant V axe binaire. 

3*"® hypothése. x = o^ y et z diflPérente de zéro. Dans ce cas, en 

df df 

écrivant que r^ et -^ sont nuls, il vient: 

v [a — /' w) = w{v — )?u). 
Mais: 

Portant ces valeurs dans lequation précédente, il vient: 

Ay-2(i +X')ifz' + z' = o, 



dou: 



«• 



i = I + A' ± VI + ^' + >i* = I + ^ ± 2; 



On a donc les deux solutions: 

^= ±y(i — A) = ±Xhj 

z=±y{x +X) = ±,/-±^=±\. 

Le premier genre de solution correspond aux axes ternaires, et le second, 
aux axes quinaires situés dans le plan zoy, Prenons d'abord Taxe ter- 
naire z == X^y. Nous avons: 

u = / — AY = — AY, 
v = — A^^' = —AV, 

tv = y\ 

Donc: 

u + v + w = {i—k' — A>^ - 3Ay 

et comme u -^^ v + iv = Åp^j on obtient: 
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On en déduit aisément: 

v{a — )?w) = -/)* = 3pp\ 



eii posaut 



/' 
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Pour quil existe un noeud de cette nature, il faut et il suffit que 
les deux équations en p^: 

{A+p)// + 2l{p' + C^o, 

/;// + 2cy + /> = o, 

aient une raeine coiumurie, d'ou: 

p'lJ' + 2p[2C' — 3BCIJ + AD') — 4{Ii' — A(J)[C' — BD) + {liC—AD)\ 

Si eette condition est remplie, la surface a 20' noeuds sur les axes ter- 
naires. On pcut la vérifier en posant: 

[DC — ADy — 4 {D' — AC){C' — BD) = o, 
pH' + 2{2C'' — iBCD + AD') - o. 

Si ces deux conditions sont remplies, la surface posséde a la fois 30 
noeuds sur les axes binaires et 20 noeuds sur les axes ternaires. Les 
premiers sont sur la sphére ortliogonale qui colncide avec une spliére 
directrice, les seconds sont *;ur Tautre sphére orthogonale. 

Cousidérons maintenant Taxe quinaire y = Xz. On a dans ce cas: 

<; = — AV, 
w = X^z', 

u + v + w = z\i — A*) = A/>% 
. , />• AV' 

H = Ap'^ V = ——f-^, i^=--__L_, 

v{u — X^w) = 2>gp\ 
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en posant 

Pour qu'il y ait des noeuds de cette uature, il faut et il suffit que 
les deux équations: 

Bp' + 2Cy + 2) = o 
aieiit une racine coininune, d'o\i: 

Cette condition entraine Texistencc de 12 noeuds, qui peuvent co- 
exister avec les 30 noeuds des axes binaires ou avec les 20 noeuds des 
axes ternaires. Mais les trois systénies de noeuds ne peuvent se pre- 
senter en méme temps {q étant différent de p) si Ton n'a pas: 

[BC — ADf — 4{B' — AC){C' — BD) --= o, 

2C' — 2,BCD + AU' = o, 

V' = o, 

d'ou C = o, D = o. Dans ce oas, les deux sphéres qui contiennent les 
noeuds sont évanouissantes, et ceux-ci se confondent en un seul, a moins 
qu'on n'ait JB = o, et alors la surface se réduit aux plans directeurs. 

4^*"® hypothése. x, y et z diflférents de zéro. Les équations de con- 
dition donnent: 

u{tv — Å^v) = v{u — X^w) = w{v — Å^u), 



f ■ • 



ce quon peut ecrire: ^ 

w{u + X^v) = uv{i + X^)y 

w{u — 1; + X^u) = uvX^j 
d'ou: 

w[X'{u + X'v) — (i + X^Xu — v + X'u)] = o, 

ou encore, en supprimant le facteur A* -+- A^ + i, qui n'est pas nul: 

w{v — w) = o. 
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On a (le méme: 

u{w — v) = o, 

v {ti — w) = o, 

Supposons d'abord w = o. Il reste simplement vw = o. Il faut donc 
que Tun des deux facteurs, i;, par exemple, soit nul. On a ainsi: 

z^ — )?}/ = o, x^ — X^z^ = o. 

Le noeud est donc a Tintersection de deux plans directeurs, c^est-a-dire 
sur un axe binaire, ce qui raméne au oas étudié dans la deuxiéme 
hypothése. Supposons maintenant que w, t;, tv soients différents de zéro. 
Alors il vient u = v = w ou bien: . 

z^ — x'f = x' ^ X'z' = y' — )?x\ 

On tire de la: x^ = y^ = z^y et Ton retrouve les noeuds situés sur les 
axes ternaires. 

La quatriérae hypothése ne conduit donc a aucun cas nouveau. 

51. Il reste a chercher les noeuds a Tinfini (génératrices doubles 
du cone asymptotique). Si a, /9, y sont les cosinus directeurs d*une di- 
rection nodale, et si Ton pose: 



d'oii 



il vient: 



et 



f — A'/9' = M' , 

o? — xy = o' , 

u' -\- v' + w' = i — X" = X, 

2au'{w' — X^v') + 6Aa = o, 
2jiv'{u' — ;*«?') + 6AI3 = o, 
2j-w'{v' — X^u') + 6Ar = o, 

De lä les hypothéses sui vantes: 

1*« hypothése. ^ = y = o, a = j 
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d'ou 

ti'{w' — X^v') + 3^ = o. 

On a en méme temps: 

w' = o, t?' = I , w' = /^ 

donc A ^= o. 

Si donc A est nul, les 15 directions binaires sont nodales; il y a 
15 noeuds a Tinfini. Le cone asymptotique est réduit aux plans di- 
recteurs. Ces 15 directions nodales coexistent: 

1° avec i>n noeud a Torigine, si D = o; 

2° avec 30 noeuds a distance finie sur les axes binaires, si Ton a: 

4B>(6'» _ BD) = B'C\ 

ou bien 36?^ — 4 BD = o. L'hypethése B = o rejetterait ces noeuds a 
rinfini ; 

3° avec 20 noeuds sur les axes ternaires, si Ton a: 

4*^ avec 12 noeuds sur les axes quinaires, si l'on a: 

4(^ _ qa){C — BD) = {BC ~ qD)\ 

On peut avoir en méme temps les 15 noeuds binaires å Tinfini, les 
30 noeuds binaires ä distance finie et les 20 noeuds ternaires, soit en 
tout 65 noeuds. 

2éme hypothése. a = o, ^ et /* diflférents de zéro. Alors: 

u' =f — Ay , v' = — />% tV = fl' 
et 

v\u' — X'tv') = tv\v' — ä'u') 
ou bien: 

^{ÅY — 2f) + f{f — 2AV') = O. 

On tire de la, comme précédemment: 
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Si Ton prend y = X^ji, il vient: 

w' -= Ä'ir{X' — i), v' = — A7% w' = I3\ 

On tire de la, p ayant la méme signification qu'ä Tarticle précédent: 

vXti' — A^r') = 32> 

et la condition v' {ti' — /'«i;') + 3^ ^ o de vient A + p — o. 

Quand il en est ainsi, les dix directions ternaires sont nodales, et le 
cone asymptotique est coupé par un plan qiielconque suivant une courbe 
iinicursale. 

Prenant maintenant y9 = Åyy et raisonnant de la möme fa9on, on est 
conduit a Téquation ^ + 5 == o pour caractériser les surfao(»s admettant 
les 6 axes quinaires c^mme directions nodales. • 

3*"** hypothése. a, y9, ;- diflFérents de zoro. On tron ve, eomme dans 
le cas des noeuds a distance finie, qiie cette hypothese se raméne anx 
précédenteS. 

En resumé, suivant que Ton a -4 = o, A '\- p = o ou yt + y = o, 
le nombre des directions nodales séléve a 15, a 10 ou a 6. Ces trois 
cas ne penvent évidcTnment se presenter en méme temps, mais chacun 
d'eux peut se combiner avec 30 noeuds binaires, avec 20 noeuds ternaires, 
ou avec 1 2 noeuds quinaires a distance finie. Deux espéces de noeuds a 
distance finie peuvent möme cotncidcr avec une espéce de noeuds a Tin- 
fini. Le tableau des singularités qui peuvent se rencontrer sans que la 
surface se réduise ii un cone ou a des plans ne comprend pas moins de 
40 cas distincts, et cela en excluant les cas particuliers dans lesquels 
plusieurs noeuds viennent se réunir a Forigine pour y former un noeud 
multiple. Le nombre maximum de noeuds est de 65 (30 noeuds bi- 
naires — 20 noeuds ternaires — 15 directions nodales); nous avons déja 
indiqué dans quelles conditions ce cas se réalise. La olasse de la surface, 
qui est égale a 150 en Tabsence de points nodaux, se trouvo alors abaissée 
de 2 X 65 =^ 130 unités. La surface est donc de la 20'''"* elasse. 



Correction. 

Page 240, dans les deux derniércs équatioDS, mettre partout /i au lieu de p. 
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SUR LES INTÉGRALES ALGÉBRIQUES DE DIFFÉRENTIELLES 

ALGÉBRIQUES» 

PAR 

G. HUMBERT 

é k PARIS. _ 

1. Soit f{oC:^ y) = o réquation d'une courbe algcbriquc, et soit 
jr(.r, ?/) iine fonction rationnelle quelconque; le probléme qu'on se pro- 
pose de traiter dans ce travail est le siiivant: 

Reconnaitre si Tintégrale I = f^{Xj y)dx, oi y est liée å x par la 

relation f(Xj y) = o, est une fonction algébrique de x. 

* Les resultats obtcnus par M. Humbert ont åéjk été trouvés par M. Weierstrass 
bien des annces auparavant et communiqués par lui .dans son cours sur les fonctions abélien- 
nes. Mais la mdthode suivie par les dcux savauts est tout h fait difförcute. Chez M. 

Weierstr^vss les conditions pour qu^uue intégrale de Ja forme / K(a;, y)dx soit une fonction 

algébrique de x découlcut, comme simple corollaire, du tliéoréme sur la réduction de chaque 
intdgrale de la forme coiisidérée h une somme dMntégralcs normales de la premiére, de la 
seconde et de la troisiöme espöce. Pour effcetuer cette réduction il faut et il suffit de 
connaitre: 

i^ les coefficients des puissances negatives de t auz environs de tous les points 

dx 
analytiques pour lesquels le développcment de Ä(*/, y^)~jT co^tient en general des puis- 
sances negatives de /; 

2° la valeur de K(«, y) pour p points analytiques réguliers (a^, öJ, . . . , (7^, hj) 
choisis arbitrairement. 

Le théoreme de M. Weierstrass est cité, quoique sans demonstration, dans la thöse 
inaugurale de M. FTettner (Berlin, 1 877). 

Le rédacteur en chef. 

Aeta mathematiea. 10. Imprimé le 22 AoQt 1887. 36 
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2. Abel a montré que si Tintégrale I est une fonction algébrique 
de Xj elle s'exprime rationnellement en x et y, inais il na pas fait con- 
naitre les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il en soit ainsi. 

Ces conditions ont été données par Briot et Bouquet sous une 
forme tres simple: pour que Tintégrale soit algébrique, il faut et il suffit 
1° qu'elle n'admette pas de cycle polaire; 2° que ses périodes soient nuUes. 

Il est malheureusement impossible de vérifier directement si les con- 
ditions de la seconde catégorie sont ou non satisfaites: les périodes étant 
en efifet les intégrales prises le long de certains contours finis, on obtient, 
en exprimant qu'elles sont nulles, des équations ou figurent des intégrales 
définies qu'on ne peut, la plupart du temps, calculer qu'a Taide de mé- 
thodes d'approxiniation; il en résulte que le critérium tiré de la con- 
sidération des périodes n'est applicable que dans defs cas simples, comme 
ceux qu'ont indiqués Bbiot et Bouquet. 

Au contraire, les conditions de la premiére catégorie, qui expriment 
qu'il n'y a pas de cycles polaires, peuvent se vérifier sans difficulté; il 
suffit de calculer, dans le développement de chaque systéme de valeurs 
infinies de ^{Xj y), suivant les puissances croissantes, (entiéres ou fraction- 
naires) de x — a, aux environs du point o; = a, le coefficient du terme 

en , qui engendre un logarithme dans Tintégrale, et d'écrire que 

ce coefficient est nul. 

LiouviLLE, dans divers mémoires, a étudié la question a un tout 
autre point de vue: il suppose que Fintégrale / est liée a x par une 
relation algébrique <p{Xy J) = o, a coefficients indéterminés, et cherche ä 

déterminer ces coefficients de maniérei que la valeur de -j- tirée de cette 

relation soit égale a ^(rr, y): il a pu ramener ainsi la question a la re- 
solution d'un systéme d'équations linéaires. 

Plus tärd, M. Zeuthen, en supposant toujours Tintcgrale algébrique, 
a indiqué un moyen silr de trouver directement Tprdre de la relation 
^(Xy I) = o; il obtient ainsi la forme de cette relation ä un nombre 

fini de constantes prés, et, en écrivant que ^ est egal ä j?(a?, y), il dé- 

termine ces constantes, ou, si cette détermination est impossible, reconnait 
que rintégrale cherchée est transcendante (Comptes rendus, i88o). 



^ 
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M. Raffy, dans sa thése de doctorat (Paris, 1883), a donné un autre 
procédé pour déterminer le degré de la relation ^(rc, J) = o, par des 
operations purement arithmétiques. 

Ces* méthodes ont Tinconvénient de ne pas fournir sous une forme 
explicite les conditions nécessaires et suffisantes pour que Tintégrale soit 
algébrique; la méthode que nous allons développer nous semble rempUr 
ce but, d'une maniére relativement simple. 

Elle repose sur la théorie des fonctions fuchsiennes, dont M. Poincaré 
a montrc la liaision intime avec la théorie des intégrales abéliennes. 

3. Soit p le genre de la.courbe f{x^ y) = o; il résulte des recher- 
ches de M. Poincaké que les coordonnées, x et y, peuvent étre con- 
sidérées comme des fonctions fuchsiennes, de genre jp, d'un paramétre t\ 
nous choisirons des fonctions de la premiére famille. 

Le polygone J?^, générateur de ces fonctions, jouira des proprictés 
suivantes: il a 4p cotés; les cötés opposés sont conjuguées deux a deux, 
c. a. d. transformés Tun dans 1'autre par une des substitutions du groupe 
fuchsien correspondant, (?; et la som me de ses angles est égale a 27r. 

De plus, oib et a!h' étant deux c6tés opposés, tels que les points 
a' et V correspondent respectivement a a et & par la substitution qui 
transforme ah en a'&', si Ton décrit J?^ en* partant de a, dans le sens aJ, 
on parcourt le cöté alh' dans le sens Va! . 

Cela pose, rempla^ons dans Tintégrale 7, x et y par leurs valeurs 
en fonction fuchsienne de ty et désignons par p{t) la fonction f (^(0»2/(0)> 
il viendra: 



=ff{t)pt. 



dz 

^{t) est une fonction fuchsienne de t] -t- est une fonction thétafuchsienne 
du premier degré, c. a. d.' telle quon ait: 



^{^} = m •&* + "') 



en désignant par (ty A une des substitutions de ö, et en supposant 

oud — /9^ = I. Cela résulte immédiatement de ce que la fonction x{t) 
ne change pas si lon y opére la substitution précédente. 
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On aura doiic, en posant: 

pour Texpression de /: 

i=fe{t)dt 

6{t) étant également une fonction thétafuchsienne du premier degré. 

4. L'intégrale 7, si elle est algébrique, sera, d'aprés Abel, une 
fonction rationnelle d$ x et 7j, c. a. d. une fonction fuchsienne de <, et 
réciproquement; la question est ainsi ramenée a la recherche des condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que Tintégrale d'une fonction théta- 
fuchsienne du premier degré soit une fonction fuchsienne. 

Soit donc 

/(/) =.-.f6{t)dt. 

I devant étre une fonction uniforme de t, dans Tintérieur du cercle 
fondamental, il est tout d'abord nécessaire que les rcsidus de 6{t), a Tin- 
térieur du polygone jB^^, soient nuls. 

Ces conditions reviennent aux premiéres conditions de Bkiot et 
Bouquet: le résidu de 0{t) relatif a un infini a de cette fonction est en 

effet egal a la valeur de Tintégrale — 7 f6{t)dt le long d'un petit contour 

entourant le point a. Soient a, & les coordonnées du point d'argument 
a sur la courbe f{Xf y) = o; supposons d'abord que ce point ne soit pas 
un point critique pour la fonction y, de pc, définie par la relation 
f{Xf y) = o. Quand, dans le plan des quantités tj le point t décrit un 
contour élénientaire autour du point a, le point Xy dans le plan des quan- 
tités Xy décrit une seule fots un contour élémentaire autour du point a, 
et comme on a 

Tintégrale J6{t)dt le long du contour considéré, est égale a Tintégrale 

J^{x, y)dx le long d\m petit contour entourant le point a, qui est 

un infini de (f{x,'y\ et de 7, c. a. d. égale au produit de 27n par le 
résidu de la fonction jr(:r, y), considérée comme fonction de rr, pour le 
point X = a\ ou encore a la période polaire de i, pour le point x = a. 
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Si le point a est un point critique de la fonction //, on aura, aux en- 
virons de la valeur t = a: 

x — a = {t — a)^f (0; y — h = {t — ay7j{t); 

f et ly étant deux fonctions ne devenant ni nulles ni infinies pour ^ = a; 
q et r désignant deux entiers positifs. Il en resultera pour ^{x^y) une 
expression de la forme {t — öj)~';f(<), s étant un entier négatif. Quand t 
décrit un petit cercle autour du point a, x décrit q fois un petit contour 
autour du point a\ aux environs de ce point, on aura d'ailleurs pour 
jr(x, y/) un développement de la forme: 



i-« 



(f{x, y) = A{x — a) « + B{x — a) ^ + . . . + H{x — a)"^ + . . . 

et la valeur de Tintégrale j<p{Xj y)dXy quand x dccrit q fois un contour 

élémentaire autour du point a sera egal a 2qi7rH, c. ä. d. a la période 
polaire de /, pour le point x = a. 

Il en résolte que, dans tous les oas, les conditions obtenues en écri- 

dx 
vant que les résidus de f){Xy y)-j7 dans Tintérieur de i?^, sont nuls, ex- 

priment que Tintégrale j<p{Xy y)dx n'a pas de période polaire, ce qui revient 

aux preniiéres conditions de Bkiot et Bouquet. 

5. Supposons ces conditions remplies, I{t) sera, dans le cercle fon- 
damental, fonction uniforme de t. Si c' est une fonction fuchsienne, con- 

sidérons, le long du périmétre de iJ^, 1'intégrale J =JI{t)d{t)dt, ou 

d{t) désigne une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un: il 
existe p de ces fonctions, linéairement distinctes, si p est le genre des 
fonctions fuchsiennes considérées. Je dis que Tintégrale J est nulle. 

Soient en effet ab et a'&' deux cotés opposés de JB^, transformés Tun 

dans Tautre par la substitution u, . ,)s ) et posons t^ =— — ^. 

Les elements 'de J, relatifs a deux points correspondants t at t^, 
sur les c6tés ab et a'h' sont I{t)d{t)dt et — I{t^)d{t^)dt^. 
Or on a: 

d{t,) = e{t)ijt + d)\ 
dt, = dt{rt + d)-\ 
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donc : 

i{t,)d{t^)dt^ = i{t)0{t)dt 

et par suite Tintégrale J est nulle le long de B^. En d'autres termes, 
la somme des résidus de la fonction l{t)0{t) est nulle dans Tintérieur 
de 22,. 

0{t) étant une fonction holomorphe, les infinis de 2(<)ö(<) sont ceux 
de 7(f), c. a. d. de ö(<), et les résidus correspondants se calculent sans 
difficulté quand on connait le développement de d[t) suivant les puis- 
sances croissantes de t — a, autour du pöle t = a. 

En doniiant successivenient a 0{t) les valeurs 0^{t)j 0^{t), ..., dp{t) 
des p fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré un, linéairement 
distinctes, on obtient ainsi j) équations, exprimant que la somme des ré- 
sidus, dans rintérieur de B^, des fonctions l{t)0i{t) est nulle. Nous 
désignerons ces équations sous le nom d'équations (E). 

6. Les équations (E) sont elles suffisantes pour que Tintégrale 
I (t) soit une fonction fuchsienne? Il serait aisé de démontrer qu'il n'en 
est rien; nous allons d'ailleurs donner une interpretation analytique de 
ces équations, au point de vue de la nature de la fonction I. 

Si la somme des résidus de chacune des p fonctions I{t)d^{t) dans 
rintérieur de B^ est nulle, la fonction I{t) sera égale ä une fonction 
fuchsienne augmentée d'une fonction linéairc et homogéne des intégrales 

fe,{t)dt, fe,{t)dt, ..., fe,{t)dt. 

Pour démontrer cette proposition importante, nous supposerons, dans 
le but d'abréger Texposition, qu'on a p = 2: la méthode est d^ailleurs 
absolument générale. 

Uintégrale I{t) est, par hypothése, une fonction uniforme de t] or 

' V^ -^ M^ ) désignant toujours une des substitutions du groupe G: 



on a, 



ou: 



<WTi}-m{wii}-'^'^-' "'• >""""«= ^"/"W"'^ 



Km = ^(" + 



m 
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m étant une constante. Le groupe G dérive des 2jp substitutions fonda- 
raentales qui transforment T un dans Tautre les cötés opposés de B^; si 
p est egal a 2, on aura quatre substitutions, et il viendra: 



'(k^) = ^w + •»'• 



«-i,a,3,4) 



Si Ton désigne par Gi{t) Tintégrale J6t{t)dty on aura de raéme: 



Tit 



Les quantités w, Q^ et Q^ sont les periodes des intégrales 7, (?j et (?,. 
Cela pose, je dis quc Ton peut déterminer deux constantes, X^ et X^y 
telles que la fonction ^ 

soit une fonction fuchsienne. Il faut pour cela que cette fonction ne 
change pas si Ton y remplace t par — ^', c. a. d. qu'on ait: 



(A) 



Wj + Ajfiij + A^fi^ = O, 



Il s'agit de montrer que ces quatre équations en Aj, A, sont com- 
patibles, si les résidus de chacune des fonctions l{t)0^{t) et I{t)d^{t) 

ont une somme nulle, c. a. d. si les intégrales Jl[t)d^{t)dt et fl{t)0^{t)dt 
sont nulles le long de B^. 

Or soient toujours a^b^ et a[h[ deux cötés opposés de JS^, tels que 

ah se transforme en a'6' par la substitution ( <, \ ^ )\ on a évideniment, 

pour la partie de Tintégrale Jl{t)d^{t)dt qui correspond ä ces cötés, la 
valeur: 



61 



n^jm^z. (;:;::■'•! 



ai 
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Désignons Tintégrale qui figure dans cette expression par cw^; on aura 
donc: 



(B) 



WjO>2^ + ^2^32 + ^3^23 + ^^^24 = O. 



Si Ton écrit que Tintégrale jGj,{t)di{t) est nulle le long de i?^ (la fonc- 

tion G,,{t)di{t) est en effet holomorphe dans i?^), on aura de möine en 
donnant a Ä et Z les valeurs i et 2, les quatre équations: 



(C) 






Considérona maintenant la premiére équation (B) et les deux premiéres 
équations (C); si les déterininants qu*on peut former en corabinant 3 des 
colonnes de la matrice: 



m 



m. 



(D) 



1 '"^3 

Q , Si 



W. 



W. 



i2,. i2 



18 



14 



33 



Q., ii 



'33 



34 



ne sont pas tous nuls, on tirera de ces équations les valeurs proportion- 
nelles de ce>jj, (o^^, cw^g, co^^. 

La deuxiéme équation (B) et les deux derniéres équations (C) mon- 
trent alors quon aura des valeurs proportionnelles identiques pour 



^31» ^33' ^38» ^34- 



Il en résulte quon pourra former une fonction ^(0=/^i^i(0+/^8^2(0» 
/Zj et /ij étant des constantes, telle que les quantités co correspondantcs 

soient toutes nuUes, c. a. d. telles que Tintégrale JO[t)dt soit nulle le 
long de chacun des cotés du polygone R^, 

Je dis que, dans ce oas, l'intégrale G{t) =^jd(t)dt serait une fonc- 
tion fuchsienne de t, Evaluons en effet G{—^ — ^*V On a: 

\n< + OiJ 



Ti 



K^;) -<'«=/*«'"■ 
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Soit i2f la valeur commune des deux membres; fl^ est la valeur de 
Jd{t)dt le long d'une ligne qui joint deux points quelconques, trans- 

formés Tun de l'autre par la substitution u, * \ \\ si l'un de ces points 

est un sommet de i?^, le second sera également un sommet, et Tintégrale 
pourra étre prise le long du pcrimétre du polygone, entre ces deux 
points. Uintégrale Q^ sera done une soinme dMntégrales ö>, et sera par 
suite égale a zéro. On en conclut que G[t) est bien une fonction fuch- 
sienne, resultat absurde puisque G [t) est holomorphe dans le polygone B^. 

Pour échapper ä cette conclusion, il faut nécessairement admettre 
que les déterminants formés avec 3 colonnes quelconques de la matrice 
(D) sont nuls: c'est précisément la condition pour que les équations (A) 
se réduisent a deux d'entre elles. 

Ces équations d^ailleurs, donneront toujours pour A, et A^ des va- 
leurs finies; il ne pourrait en étre autreinent que si les déterminants 
d'ordre deux formés avec la matrice 

ii,, fi., ii,, ii,, 

^21 ^^^ "^28 •^24 

étaient tous nuls, ce qui est impossible, car, autrement, on formerait une 
fonction 

pour laquelle toutes les périodes seraient nulles. 

Le théoréme énoncé plus haut, sur la signification des équations (E) 
est donc démontré. 

7 . Ces équations peuvent se mettre sous une forme plus commode 
au point de vue des applications. 

Le résidu de la fonction l{t)Oi{t\ relatif a un infini, ^ = a, de 7, 
est en effet egal a la valeur de Tintégrale 



i^fimm 



le long d'un contour infiniment petit, enveloppant le point / = a\ or en 
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désignant toujour?; par <?,(^) la fonction jdi{t)dtj on a, en intégrunt 
par parties: 

fi{t)d,{t)(U = i{t)G,[t) —fe{t)G,{t)dL 

La fonction I{t)G^{t) étant iiniforme a la méme valeur ä Torigine et a 
la fin du contour; le résidu de I{t)di{t), pour le påle < = a, est donc 
egal, et de signe contraire, au résidu de 6{f)Gt{t) pour le méme pöle, 
et les équations (E) exprimeront que la somme des résidus de cette 
derniére fonction, dans le polygone 72^,, est nuUe. 

8. Appliquons maintenant ces resultats a Tintégrale Jf(^, y)<^^'f 
X et y étant liées par la relation de genre |?, f{x^ y) = o. 

On sait que les fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré un, 

ont les expressions sui vantes: 

^ f . (Ix Pi{x, y) 

X et y étant remplacées dans le second membre par leurs valeurs en 
fonction fuchsiennc de ty et Pi{Xj y) désignant le premier membre de 
Téquation d'une courbe de degré n — 3 adjointe a la courbe /*= o, 
supposée de degré n. 
On aura alors 

" r PAx, y) 



j 



dt 



y 



et par suite, dans le plan des quantités rr, il viendra: 



'M =/^ 



Gi sera donc une intégrale abélienne de premiére espéce. 

Quant a la valeur de Tintégrale fS[t)G^{t)dtj le long d'un contour 

infiniment petit enveloppant un pole de #(<), elle est égalo, d'aprés le 
raisonnement fait au n° 4, a la période polaire de Tintégrale 

correspondant a un infini, o* = a, de la fonction I{x). 
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LMntégrale 

I =f^{x, y)dx 

sera donc égale a une fonction rationnelle de x et y, augmentée d'une 
intégrale abélienne de preraiére espéce, si la somme des périodes polaires 

de Tintégrale fy{xy y)0^{x)dx^ dans tout le plan, est égale ä zéro. On 

peut par suite énoncer le théoréme suivant. 

Théoréme I. Soient: f{xy y) = o Véquation (t une courbe algébriqtie 
de genre p; ^{Xj y) une fonction rationnelle quélconque de x et y; 
öp G^j . . . , Gp p intégrcdes ahéliennes de premiére espéce distincteSj 
appartenant ä la courbe f = o. 

Pour que V intégrale I=Jp{xj y)dx se réduise å une fonction ra- 
tionnelle de X, y, augmentée d'une intégrale de premiére espéce, U faut 
et il suffit: 

1° que cette intégrale nadmette aucune période polaire; 

2° que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales 

f^(x, y)Gi{x)dx soit nalle. 

9. Les derniéres conditions sexpriinént aussi aisénient que les pre- 
niiéres et cvidcniment sans aucun signe dMntégration si les preuiiéres sont 
satisfaites; il suffit, dans le dévcloppernent de la fonction ^(x, y)G^[x)y 
autour d'un point oj = a, qui est un infini de Tintégrale /, de calculer 

le coefficient du terme en . 

On ne doit pas perdre de vue que / devient infini pour a; = co 
si le numératcur de ^(rr, y) n'est pas d'un degrc inférieur de deux unités 

au moins, au degré du numcrateur, et Ton devra en posant x = — cal- 

'Ju 

culer égalernent le coefficient de - dans le développeinent de ri — ' 

X X 

aux environs du point a;' = o. 

Nous allons donner un exeinple simple de Tapplication du théoréme I. 

10. Soit 
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Q Qt R étant deux polynöincs entiors, tels que le dcgré de Q soit in- 
férieur de deux unités a celui de R: Tintégrale 

I =f<f{x, ii)dx 

ne devient infinie que pour des valeurs finies de x^ et ccs valeurs sont 
celles qui annulent siuiultanéinent R{Xj y) et f{Xy y). Pour que Tinté- 

grale f^{;Vj y)(lx, ou, dans le plan des t, pour que Tintégrale 



/ 






se rcduise a une fonction rationnclle de Xj y/, augmentéc d'une intégrale 
de premiére espece, il faut tout d*abord que les pöles de la fonction 

p/ ' ' X TT soient des pöles d^ordre au moins egal a 2; cela résulte de 
K{x, y) dt 

ce que les résidus correspondant a ces poles doivent étre nuls. En 
d*autre tcrmcs, la courbe R = o doit avoir avec la courbe f=o un 
contact du premier ordre au nioins, en tous les points, non situés sur la 
courbe ^^ = o, ou elle la rencontre; si, en un de ces points, Q = o w 
avec /" = o un contact d'ordre /i, i? = o devra y avoir avec f = o \n\ 
contact d'ordre v, v ctant tel qu'on ait v» >^/i + 2, ou u </jl. 

Admettons, pour tixer les idées^ que la courbe R = o touche la 
courbe f^= o, en un certain nonibre de points, de coordonnées a^, ft^; 
a^, ^a', ... et que la courbe Q = o passé par tous les autres points 
coinniuns aux deux preinicres; les infinis de Tintégrale / seront les points 
rtj, a^, .... Supposons, pour siniplifier, que ces points ne soient pas des 
points critiques pour la fonction // de x, qui vérifie Tcquation f(x, y) = q, 

Nous devons ccrire en premier lieu que la période polaire, pour 
le point X = a, de Tintcgrale / est nulle, c. a. d. que dans le dévelop- 
pement de ^{x, y) suivant les puissances croissantes de x — a = h, le 

coefticient du terme 7 s*annule. 

h 

Or on a: 

<^('^v v) Q{''. h) -h hQ'(a, h) + ... 



— h {u, h) -\- -^h (a, //) + ... 



y 
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en posant: 



TI//// LN ^'^ I ^ ^ / I ^ -'^ /2 I ^'^' / 



, d R ,, . d R , „ . dR „, 



y', y", y'" étant les valeurs de -J^, -r^ ^ -r-j au point a, &. 



3 



Le coefficieiit de t est egal, dans le développeraent de ö> ^ 

j^[iQ'R"-QIi"']; 

on doit donc avoir la prcmiére serie d'équations: 

3$'(«, b)R"{a, b) — Q{a, b)R"'{a, b) ^ o. («.»-|?:.*') 

Les valeurs de </', //", \j"* se calculent a Taide de la relation f{x^y) = o. 
Il faut inainlenant calculer le terme en 7 dans le développement 

de ^{x^ y)Gi{x)\ comme il n'y a pas de terme en 7 dans {^(a;,y), et que 

le terme en 7^ est egal a ^, on aura'', pour le terme cherché: 

2Q(a, b) dOj 
R"{a, b) "da ' 

* étant la dérivée pour u; = a, de la fonction 



da 



G, = f^^dx; 



\ 
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oette dérivée est donc 

On aura ainsi la secondc serie d'équations: 



La soinme 8'ctend a toutes les valeurs de a et h qui annulent siinul- 
tanément R(xy y) et f{xy //), sans annuler Q{x, y); en niettant successive- 
nient ä la place de P, les fonctions Pj, P^, ..., Pp, on obtient ^ équa- 
tious dans cette sceonde serie; rappelons que les polynonies 

i\{^y y\ P^i^j y)i ••• 

sont les premiers nienibres des éq nations de p courbes d'ordre n — 3, 
adjointes a la courbe /*= o, et lincairement distinctes. 

Si les fonetions Q ^i R vérifient les deux series d^équations qui pré- 

eédent, Tintéffrale / ,\\ ^ \ dx. est nécessaireinent é"^ale a une fonction ra- 

tionnelle de x, y, augnientée d'une intégrale de premiére espéce, appar- 
tenant ä la oourbe f{Xf y) = o. 

Il nous reste maintenant afin de terminer lexainen du probléme pri- 
initif, a ehercher les conditions néeessaires et suffisantes pour que les inté- 
grales de premiére espéce disparaissent dans Texpression de Tintcgrale 

j F(^> ^)rfrr, qui se réduira ainsi a une fonction rationnelle de x^ y. 

11. Revenons a eet efiFet a Tintégrale 

v 

/(O --fe{t)(U. 

Si cette intégrale est uniforme, et si les équations que nous avons dé- 
signées par (E) sont véritiées, on aura: 

r{t) = F(o + A,ö,(o + A/?,(o + . . . + A/;,(o, 

F{t) étant une fonction fuchsienne et Oi{t) désignant toujours Tintégrale 
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f0i{f)(U. Nous allons chercher ä quelles conditions doit satisfaire #(/), 
pour qu'on ait 

Åm —~ An • • • — o. 

Soit a cet effet C(0 ^^^ fonction thétafuchsienne du premier degré, 
n'ayant dans R^ qu'uTi p61e double, t = /i. On voit eomme au n° 5 que 

Tintégrale fl{t)C{t)dt est nulle le long du périiiiotre de R^, si I{t) est 

une fonction fuchsienne, c. a. d. ae réduit a F[t). 

En considérant successivement p fonctions telles que C{t)j que nous 
désignerons par 

C,(0. CM ..., C(0» 

adrnettant respectiveinent pour infinis doubles les quantités 

/* j » p^j • • • > ppj 

on obtient ainsi p équations, auxquelles satisfait Tintégrale /(/), dans le 
cas 011 el le se reduit a une fonction fuchsienne. 

Nous allons montrer maintenant que si ces équations sont vérifiées, 
I est nécessairement une fonction fuchsienne. 

On a en eflfet: 

fnncityu =^fF{t)c{f)dt +/uö,(/) + . . . + x,GM]c{f)'ff- 

/?o Hq tt^ 

Or la premiere intégrale du second membre est nulle, puisque F{t) est 
une fonction fuchsienne; la deuxiéme est égale a 2 7ri multipHé par la 
somme des résidus dans R^ de la fonction 

(AjG, + k^G^ + • • • + kpGfp)Z' 

Gette fonction n*a pas d'autre pole que le pole double /ii] d'ailleurs le 

résidu de Ci{t) par rapport a ce pole est nul, car Tintégrale fCi{t)(ft est 

nulle le long de 72^, par cela seul que ^(/) est une fonction théta- 
fuchsienne de degré un. Soit Ai le coefficient, nécessairement différent 



de zéro, de v— ^ dans le développement de C(0 ^"ivant les puissances 

croissantes de / — ^^. 
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Le résidu de 

par rapport au pöle p^ sera ainsi egal ä la valeur, pour t = /9,, de la 
fonction 

c. a. d. de 

On a donc les p relations: 

KWi) + KWi) + • • • + KWi) = o. ('=1.^ p) 

Or les qnantitéa p^ sent arbitraires; si on les choisit de maniére a ne pas 
annuler le déterminant des relations précédentes, c. ä. d. de maniere a ne 
pas annuler une méme fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un, 
on tirera nccessairement de ces relations 

12, On peut, comme au n° 7 mettre les conditions précédentes 
sous une autre forme; soit en eflfet 

H'i{t) est une fonction uniforme de <, dans le cercle fondainental, puisque 
le résidu de CJ(0 <^orrespondant au pöle double /9^, est nul. Il en résulte 
qu'au lieu d'écrire que la somme des résidus dans 7?^, de la fonction 
I{t)iZ{t) est nul le, on peut écrire le méme resultat pour la fonction 

13. Pour appliquer ces resultats a Tintégrale f(f{Xy y)dx, il faut 

d'abord chercher Texpression de //<(<) en fonction de x. 

Hi étant une intégrale qui n'a qu'un infini, on voit sans difficulté 

que, dans le plan des quantités rr, cette intégrale est une intégrale abé- 
lienne de seconde espéce, et Von a ainsi: 
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hiX + kijf + ?< = O étant Téquation d'une tangente quelconque a la courbe 
/*i= o; iii{Xj y) = o Téquation d'ane courbe de degré n — 2, adjointe ä 
la précédente supposée de degré n, et la co 11 pant aux points, autres que 
le point de contact, 011 elle est rencontrée par la tangente considérée. 

Il en résulte, comme au n^ 8, que les conditions qu'on vient de 
trouver, expriinent que la somme des périodes polaires de chacune des 
intégrales 

f^{Xy y)H^{x)dx 

est nulle. On peut donc énoncer finalement la proposition suivante qui 
resumé notrc théorie. 

Théoréme II. Soient: f{Xy y) = o Véquation d'une courbe algé- 
brique de genre p; ^(rr, y) une fonction rationneUe quelconque de x et y; 
G^j G^, ..., Gj.y p intégrales abéliennes de premiere espéce distinctes; 
H^j ..., Hpj p intégrales de deuxiéme espéce appartenant ä la courbe /*= o. 
Pour que Vintégrale fp{Xy y)dx se réduise ä une fonction ration- 
neUe de Xy y, il faut et il suffit: 

1° que cette intégrale nait pas deyériode polaire; 
" 2° que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales 
Jy{Xy y)Gt{x)dx soit nulle; 

3° que la somme des périodes polaires de chacune des intégrales 
Jf(^j y)fii{p)^^ soit également nulle.^ 
La période polaire d'une intégrale fF(Xj y)dXj pour un infini rr = a 

de cette intégrale est ainsi dcfinie: supposons que pour revenir ä la inénie 
valeur de Fix^ y) il faijle faire décrire a la variable x g fois un con- 
tour infiniment petit autour du point a; la période polaire sera la va- 
leur que prend Tintégrale quand la variable décrit q fois ce contour. 

Si a n^est pas un point critique pour la fonction y, qui vérifie la 
relation f{x^ y) = o, la fonction F{Xy y) se développera suivant les puis- 
sances croissantes entiéres de x — a, et la période polaire sera égale k 27d 
fois le résidu correspondant. 

Si a est un point critique, il sera nécessairc de calculer les développe- 
ments de y et F{Xf y) suivant les puissances croissantes et fractionnaires 

^ Il faut toutefois, pour quo les couditions 3^ soieut suf&santes, que les points de 
la courbe f = O oii les j) fonctions Hi devicnnent iDfinies, ne soient pas sur une m6me 
courbe de degré n — 3 adjointe k la courbe f = O (n° 11). 
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de a; le coefficient de dans le dernier développement fournira la 

péfiode polaire.^ 

Comme les conditions 2°, les conditions 3° ne renferraent aucun 
signe d'intcgration si les conditions i*^ son t vérifiées. 

1 4. En appliquant ces principes a Texemple traité au n^ 9, on 
trouve aisément pour la troisiéme serie d'cquations, les p relations 
suivantes, oii c<, rf< sont les coordonnées du point de la courbe f=o 
ou Hf devient infini: 

2Qia,, b,)äi{a^, b,) 2Q(a^, K)Qi{a^, K) , 

I ^r I • • • 



B"(«i, *i)^(«i, *>.)[*<«.+ iih + h\ R"ia„ b,)^{a,, 6,)[A,a, + hb, + I,} 



Q{Ci, dOJ?*(f«, d,) 



R(.„ do^^^(.„ ä,)k{gi 



(f = l,2, ...,/)) 



[-rVj étant, au point c^, r?,, la valeur de -pV, déduite de Téquation 

f{xy y) = o. 

15. Remarque. Les conditions données parle théoréme II ont une 
signification simple, qui résulte iramédiateinent de tout ce qui prccéde. 

Supposons Tinfégrale jy{Xy y)dx décoraposée par le procédé classique 

en intégrales abéliennes de premiére, de seconde et de troisiéme espcce. 

Les conditions 1° expriment que les intégrales de troisiéme cspéce 
disparaissent; 

les conditions 2% que la somme des intégrales de seconde espéce 
se réduit ä une fonction rationnelle de rr, 2/; 

les conditions 3°, que les intégrales de premiére espéce disparaissent 
a léur tour. 

* Cf. Briot et BouQUET, Fondions elliptiques, p. 176 — 177. 
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Dans le Traité des fonctions elliptiques et des intégrales EuUtiennes 
(toine II, pag. 432), Legendre a donné avec 16 déciinales les valeurs de 

Gette table de Legendre ne contient pas de graves erreurs, mais la 
comparaison avec nos resultats montre que dans 6 cas les valeurs de Le- 
gendre ont besoin d'une correction d'une unité de la derniére (seiziéme) 
décimale; ce sont les suivants: 

^&y ^7> ^10' ^11» ^16' ^35' 
corrections — i, +1, +i> +i> +i> +i- 

Ges nombres S^ figurent dans le développeraent 

log r(l +X) CX + ll^r^ S,X\ 

2 

et la table de Legendre a ainsi servi de base au calcul des coefficients 
du développement de la fonction entiére [/X^)]~^ entrepris par M. Bour- . 
GUET. (Aeta Matheinatica t. 2, p. 271 et suiv.) 

La disposition de la table suivante n'exige aucune explication, mais 
nous devons indiquer Tapproxi mation des valeurs inscritcs dans le tableau. 

On a donné le resultat brut d'un calcul fait avec 32 déciniales. 
Ghaque nombre est la som me d'im certain nombre (trente au plus) de 

Act«k tnatkematica, 10. Imprimé le 1 Soptombrc 1887. 
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nonibres calculés a une demi-unité de la 32^°' décimalc prés. Par congé- 
quent Terrcur d'une des valeurs donnces sera toujours inférieure a 

0,0000000000 0000000000 0000000000 15. 

Mais il va sans dire que Ferrcur sera presque toujours iiotableinent in- 
férieure a cette limite, d'abord par suite d'une compensation d'erreur8 
et ensuito aussi parce qu'a partir de A; = 22 on a obtenu /S^ par Taddi- 
tion de inoins de 30 iioinbres partiels. 
Les relations 



00 



Z(S« 



■)=i 



hs,,^,-i) = \ 



perniettent de contröler l'enseinble des culculs. La premiére vérification 
donne uue erreur de 5 unités, la secoiide une crreur de 3 uiiités de la 
32*""' déciraale. 



k 

■ 2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 

1 1 
12 

13 

14 

15 
16 

17 
18 

19 

20 



,6449340668 

,2020569031 

,0823232337' 

,0369277551 

,0173430619 

,0083492773 

,0040773561 

,0020083928 

,0009945751 

,0004941886 
,0002460865 
,0001227133 
,0000612481 
,0000305882 
,0000152822 
,0000076371 
,0000038172 
,00000 1 908 2 
,0000009539 



* 

4822643647 
5959428539 
1113819151 
4336992633 
8444913971 
8192282683 

9794433937 
2608221441 

2781808533 

0411946455 
5330804829 

4757848914 
3505870482 

3630702049 

5940865187 

9763789976 

9326499983 

1271655393 

6203387279 



2415166646 03 

9738161511 46 

6003696541 18 

1365486457 03 

4517929790 93 

9797549849 82 

8685238508 65 

7852769232 40 

7145958900 34 

8702282526 46 

8637998047 72 

6751836526 37 

9258545105 14 

3551728510 66 

1732571487 66 

2273600293 54 

9856461644 61 

8925656957 80 

6113152038 70 



Tabics des valeura des sommes Sjt. 
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k 



^t 



21 1 


[,0000004769 


3298678780 


64631 16719 


62 


22 ] 


[,0000002384 


5050272773 


2990003648 


18 


23 1 


1 ,000000 1 1 9 2 


1992596531 


1073067788 


73 


24 1 


[,0000000596 


0818905125 


9479612440 


20 


25 1 


[,0000000298 


0350351465 


2280186063 


69 


26 1 


[ ,0000000 1 49 


0155482836 


5041234658 


50 


27 1 


[ ,00000000 7 4 


5071178983 


5429491981 


01 


28 J 


[,0000000037 


2533402478 


8457054819 


20 


29 1 


[ ,00000000 1 8 


6265972351 


3049006403 


90 


30 1 


[ ,0000000009 


3132743241 


9668182871 


76 


31 1 


[ ,0000000004 


6566290650 


3378407298 


92 


32 1 


[,0000000002 


3283118336 


7650549200 


16 


33 ' 


[ ,000000000 1 


1641550172 


7005197759 


30 


34 1 


[ ,0000000000 


5820772087 


9027008892 


44 


35 ' 


[ ,0000000000 


2910385044 


4970996869 


29 


36 1 


[ ,0000000000 


1455192189 


1041984235 


93 


37 1 


1 ,0000000000 


0727595983 


5057481014 


52 


38 1 


t ,0000000000 


0363797954 


7378651190 


24 


39 1 


[ ,0000000000 


0181898965 


0307065947 


59 


40 


r ,0000000000 


0090949478 


4026388928 


25 


41 1 


[ ,0000000000 


0045474737 


8304215402 


68 


42 1 


1 ,0000000000 


0022737368 


4582465251 


53 


43 ' 


[ ,0000000000 


001 1368684 


0768022784 


94 


44 > 


[ ,0000000000 


0005684341 


9876275856 


09 


45 1 


[ ,0000000000 


0002842170 


9768893018 


55 


46 1 


[ ,0000000000 


0001421085 


4828031606 


78 


47 1 


[ ,0000000000 


0000710542 


7395210852 


72 


48 1 


[ ,0000000000 


0000355271 


3691337113 


67 


49 ' 


[ ,0000000000 


0000177635 


6843579120 


33 


50 1 


[ ,0000000000 


0000088817 


8421093081 


59 
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k 




s. 






5" 


1 ,0000000000 


0000044408 


92I03I438I 


34 


52 


1 ,0000000000 


0000022204 


.f6o50798o4 


20 


53 


1 ,0000000000 


OOOOOI I i02 


2302514106 


61 


54 


1 ,0000000000 


0000005551 


1151248454 


81 


55 


1 ,0000000000 


0000002775 


55756213S" 


24 


5« 


1 ,0000000000 


0000001387 


7787809725 


24 


57 


1 ,0000000000 


0000000693 


8893904544 


16 


58 


1 ,0000000000 


0000000346 


9446952165 


92 


59 


1 ,0000000000 


000000017-3 


4723476047 


58 


60 


1 ,0000000000 


0000000086 


7361738011 


99 


61 


1 ,0000000000 


0000000043 


3680869002 


06 


62 


1 ,0000000000 


000000002 i 


6840434.499 


72 


63 


1 .0000000000 


OÖOOOOOOIO 


S420217249 


42 


64 


1,0000000000 


0000000005 


4210108624 


57 


65 


1 ,0000000000 


0000000002 


7105054312 


24 


66 


1 ,0000000000 


000000000 I 


■ 3552527156 


10 


67 


1 ,0000000000 


0000000000 


6776263578 


04 


68 


1 ,0000000000 


0000000000 


3388131789 


02 


69 


1,0000000000 


0000000000 


1694065894 


51 


70 


1 ,0000000000 


0000000000 


0847032947 


25 



Nous avons mis ä profit nos résultutti pour calculer la constante 
Eulérienne d'apréa la formule 



1 +log2 — log3— ^.■ 



^(2i+ 1)4* 

et nous avons obtenu la valcur suivante qui est exacte avec 33 déc: 
C = o. 5772156649 0153286060 6512090082 402. 
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ZUR THEORIE DES FLÅCHENPOTENTIALS 

VON 

J. WEINGARTEN 

in BERLIN. 



Im neunten Abschnitt der aJlgemeinen Léhrsåtze in Beaiehung auf 
die im umgékehrten Verhältniss des Quadrats der Entfemung wirkenden 
AnziehungS' und Abstossungskräfte verweist Gauss bei der Besprechung der 
Unstetigkeiten der zweiten Differentialquotienten des Potentials erner in 
einem endlichen Raum stetig vertheilten Massc, auf ein in spateren Ab- 
schnitten bewiesenes Theorem, aus dem die Bestimmung des Betrages dieser 
Unstetigkeiten hervorgeht. Der Beweis des Theorenis selbst erfordert einen 
gewissen Aufwand an analytischen Hilfsmitteln der Discussion. Es scheint 
aber, dass die in den ersten eilf Abschnittcn der Lehrsätze entwickelten 
Mittel sowohl f(\r die Ermittelung der Werthe der fraglicheh Unstetigp 
keiten, wie fftr den Beweis des betrefFenden Theorems selbstAndig aus- 
reichen. 

Wir bestimmen die Lage eines Punkts P im unbegrenzt ausgedehnten 
Raum durch die drei rechtwinklichen Coordinaten x^y rr^, x^. Bezeichnet 
U eine Function des Orts in diesem Raume, die in allén Theilen desselben 
als eindeutig, endlich und stetig verftnderlich vorausgesetzt wird, so ist 
der Werth der Function U in jedem bestimmten Punkte P mit dem 
Grenzwerth derjenigen Werthe vertauschbar welche die Function U in 
einem verftnderlichen Punkte P' annimmt, der dem Punkte P in will- 
körlicher Weise bis zum Zusammenfallen beider Punkte angenahert wird. 
Diese Vertauschbarkeit findet nicht mehr statt wenn die Eindeutigkeit, 
Endlichkeit und Stetigkeit der Function U nur in einzdnen Theilen des 
Raums vorausgesetzt wird, welche durch bestimmte Flachen von einander 

Aeta mathematiea. 10. Imprtmé le 1 Septembre 1887. 
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geschieden sind, insofern es sich um das Verhaltniss in Punkten dieser 
Scheidungsflilchen handelt. Fttr das Folgende wird es nur erfordert den 
Fall in Betracht zu zielien, dass diese Theile gebildet seien aus dem von 
einer einzelnen geschlossenen Flfiche S begrenzten Raum und demjenigen 
Raum der ausserhalb dieser Fläche liegt. Ist einc Function U fOr jeden 
innerhalb dieser Theile liegenden Punkt P eindeutig, endlicli und stetig 
bestimmt, so wird bei der Annäherung eines verRnderlichen Punktes P 
an einen bestimmten Punkt P der Grenzfläche S die Function U des 
Örtes P' sich einem anderen Grenzwerthe nähern können, wenn der Punkt 
P nur Punkte des inneren Raums durchlauft, als derjenige ist, der erreicht 
wird, wenn der Punkt P' nur auf einem Wege durch Punkte des äus- 
seren Raums zu dera Punkte P geföhrt wird. Wir werden diese beiden 
Grenzwerthe durch Hinzufögung der Indices i und a als IP und U" von 
einander unterscheiden, und es wird unanstössig sein, von diesen beiden 
Werthen den ersteren als den Werth von U auf der inneren Seite von S 
im Punkte P, den zweiten als den Werth von U auf der äusseren Seite 
von Ä* im Punkte P zu bezeichnen. 

Wird nunmehr unter der Function U das Potential V einer inner- 
halb S mit der nach der Stetigkeit verRnderlichen Dichtigkeit k vertheil- 
ten Masse verstanden, so sind nach den Entwickel ungen der eilf ersten 
Abschnitte der Léhrsätze sowohl V selbst, wie auch die drei ersten Deri- 
virten dieser Function nach den Coordinaten des Punktes P im ganzen 
Raume eirideutige, endliche und stetige Functionen des Orts P öder der 
Coordinaten rr^, x^y x^. Dagegen sind die sechs zweiten Derivirten von 
V imr endlich stetig und bestimmt in allcn Punkten des inneren und 
ftusseren Raums der FlRche Sy so nahe diese Punkte auch derselben liegen, 
nicht aber in Punkten P dieser Fläche selbst. Aber auch die Bestimmt- 
heit dieser zweiten Derivirten von V filllt fort för Punkte P sowohl des 
inneren als des ftusseren Riiums von S^ welche einem Punkte P^ dieser 
Fl&che, in welchem eine bestimmte Normale öder Tangentialebene nicht 
Statt hat, t\ber jede Grenze genähert gedacht werden. Dieser Umstand 
ist aus den Grundlagen der von Gauss gegebenen Formeln för diese 
Derivirten ohne Weiteres ersichtlich, wenngleich ihn Gauss an der be- 
treffenden Stelle nicht besonders hervorhebt. 

In Folge der Stetigkeit der ersten Derivirten der Function F in allén 
Punkten des Raums bestehen unter Annahme der im Vorhergehenden 
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angcnommenen Bezeichnungäwoise die drei Gleichungeti, welche ans der 
nachstehenden Gleichung: 



/ary /ary _ 

\dxx) \dxx) ~" 

durch Einsefzung der Zahlen i, 2, 3 för den Index Å gebildet werden 
in jedem Punkte {x^y a*,, x^) der Fläche S. Setzt man in diese Gleichung 
anstått der Coordinaten x^y x^y x^ die Coordinaten 

x^ + dx^y x^ + dx^y x.^ + dx^ 

eines dem Punkte (rr, , x^y x^ unendlich nahe benachbarten Punktes dieser 
Flache, und subtrahirt sie selbst von der so entstandenen neuen Gleichunsr, 
so ergiebt sich oflfenbar die fernere: 



+[(i'^)-G-Eiyj^^»=°' 



welche in jedem Punkte P der Flache S för alle Werthe der unendlich 
kleinen Verschiebungen dx^y dx^y dx^ die zu einem unendlich nahe be- 
nachbarten Punkte in dieser Fläche föhren, besteht; solche Punkte P^ 
ausgenommen, in denen eine bestimmte Normale an die Fläche S nicht 
Statt hat, in welchen Punkten die angedeuteten zweiten Derivirten ihrc 
Bestimmtheit verlieren. Bezeichnet man durch a^ den Winkel, welchen 
die im Punkte P nach der äusseren Seite von S errichtete Normale mit 
der Axe der x^ biidet, so folgt aus der Gleichung (i) dass die Coeffi- 
cienten der Difierentiale dx^y dx^y dx^ in derselben den Cosinus der be- 
treffenden Winkel a^, a^y a^ proportional sind, und dass daher 

/ 3*7 y _ / a«F y _ 

\dX;^dZx} \dXf,dXx/ "" ^ '* 

wenn mx einen von dem ursprönglich gewählten Index A und den Coor- 
dinaten x^y x^y x^ abhängigen Factor bezeichnet. För die linke Seite 
vorstehender Gleichung findet die Vertauschbarkeit der Indices A und /i 
statt^ daher auch för dic rechte, und es wird 

mx cos a^ = w^ cos a^ 

Aeta mathematiea, 10. Imprimé le 2 Soptembre 1887. 39 

G 
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sein. Es stelleii hiernach die gleichen Quotienten 



tnx vn 



7* 



COS Ux cos «,t 

einen von der Wahl der Indices X öder /i unabhängigen Werth dar, der 
mit p bezeichnet sein möge. Man hat alsdann^ 

nix = p cos ax 
und folglich: 

Die Bestimmung der Grösse p selbst erfolgt nunmehr sofort aus den 
Differentialgleichungen denen die Function V fftr alle Punkte des inneren 
und des ausseren Raumes von 8 bis in die unmittelbare Nähe von 8 
gentigt. Aus der aus diesen Differentialgleichungen unmittelbar zu fol- 
gernden Gleichung 

v^; - te; + te/ ~ te/ "^ te/ ~ \iÄ) -^ "^""^ 

folgt unter Benutzung der Gleichung (2) far (Å, /i) = (i, i), (2, 2), (3, 3): 

p = 47rkj 

und hieraus die Bestimmung des Betrags der Unstetigkeit des zweiten 
auf die Variablen Xxf x^ bezttglichen Differentialquotienten von V durch 
die Gleichung 

(3) (^) - (^)' = 4;rÄ: cos a, cos a, . 

Mit Hilfe der bisherigen Entwick el ungen ist es leicht die Giltigkeit des 
von Gauss an der erwähnten Stelle angedeuteten Theorems zu erweisen. 
Bezeichnen f^, f^, fj die Coordinaten eines Punktes 77 der in einem 
gegebenen endlichen FlächenstQck I gelegen ist, dtr ein unbestimmtes 
Element dieses FlachenstHcks, ferner x^j x^j rr, die Coordinaten irgend 
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eines Punktes P im Kaumc und schliesslich r die Entfernung zwischen 
n und P, Alsdann ist das Integral 

I 

j , hda 



=/ 



wsg^dehnt tiber alle Elemente des FlachenstQcks i', in welchem h eine 
eindeutigc, endliche und stetige Funetion des Örtes in diesem Flächensttick 
bezeichnet, eine im ganzen Rauin eindeutige, endliche und stetige Fune- 
tion der Coordinaten x^j x^j x^. Die DifiPerentialquotienten von J nach 
diesen Coordinaten sind zwar för alle Punkte P ausscrhalb I eindeutig, 
endlich und stetig, dagegen unstetig fQr Punkte // innerhalb S. Es 
handelt sich uin den Nachweis dieser Unstetigkeiten und um die Bestim- 
mung ihres Betrages. 

Wir setzen zunächst voraus, dass das Flächenstftck S keinen Punkt 
enthalte, in welchem nicht eine bestimjnte Normale an I statt hat, 
deren nach einer gewählten Seite zcigende Richtung mit der Axe der Xx 
wiederum den Winkel a;t bilden möge, und dass in keinem Punkte dieses 
Flächensttlcks cos otj verschwinde. Man ergänze, was stets in willktirlicher 
Weise möglich ist, das Fiachenstöck I durch HinzufOgung eines neuen 
Stilcks £' zu einer geschlossenen Fläche Sy deren aussere Seite in I 
diejenige sei nach welcher die Richtung der Normalen gewÄhlt worden. 
Innerhalb des von S umschlossenen Raumes vertheile man eine Masse 
mit der nach der Stetigkeit veränderlichen Dichtigkeit ä, bei welcher 
Vertheilung man k im Obrigen als • willkörliche Funetion des Örtes 
{x^J x^y x^ innerhalb S w&hlen känn, wenn man diese Funetion nur der 
Bedingung gemäss bestimmt, dass in alleu Punkten /7 der inneren Seit« 
des ursprUnglichen FlächenstQcks S die Bedingung 



(4) , * = 



COSflfj 



erföllt wird. Ist V das- Potential der nunmehr innerhalb S vertheilten 
Masse in irgend einem Punkte (ojj, rr^, x^ des Raums, dt ein unbestimm- 
tes Element des von S eingeschlossenen Raumes, ly^, ly,, rj^ scine Coordi- 
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näten, JK der Abstand dieses Elements vom Punkte (a^j, .r^, iCg), so besteht 
bekanntlich die Gleichung: 

dV r kcosa^da ( dk dt 

in welcher sich das erstc Integral ttber alle Flächenelemente von S^ das 
zweite ttber alle Rauineleinente des von S eingeschlossenen Rauins bezieht. 
Das erste Integral selbst lasst sich zerlegen in den ttber die Elemente 
von 2' zu erstreckenden Theil, der der Gleichung (4) zufolge mit J 
identisch ist, und in den ttber die Elemente von 2" zu erstreckenden 
Theil, welcher durch J' bezeichnet werde. Das ttber den von S ein- 
geschlossenen Raum erstreckte Integral, welchcs das Potential einer in 

diesem Raum mit der Dichtigkeit — vertheilten Masse darstellt, sei 

schliesslich durch W bezeichnet. Die vorstehende Gleichung geht als- 
dann ttber in die folgende: 






J—J' + w. 



Aus ihr ergiebt sich 



d'V 9/ _?^ , 9»' 



dxidxi drx dxx dxi 



Bezieht man diese Gleichung zunJlchst auf einen Punkt //der Flflche 2 
welcher der äusseren Seite von 2 angehört, alsdann auf den nftmlichen 
Punkt // der inneren .Seite, und subtrahirt die erhaltenen Resultate, so 
erhRlt man in Rttcksicht darauf, dass die Differentialquotienten von J' 
und W im betreffenden Raumtheil durchgängig eindeutig, endlich und 
stctig sind 

/ a'K Y / d'V y_ _ r/3«/r_ {^Y] 

\dXidXxJ \dXidXx/ ~^ \-\dxJ \dxj J 

und mit Hilfe der Gleichung (3) 



0-0'=-4'"^^'''^^^«>"°^«^ 
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d. h. in Folge von (4) 

t 



(S) - (S'" - *''* ""'■ 



Bezeichnet n die Abscisse eines auf der Normale in /7 gelegenen Punktes 
P, so ergiebt sich aus dieser Gleichung ohne Weiteres die folgende: 

welche das in Rede stehende Theorcni ausdrftckt. Wenngleich in der 
Entwickelung desselben vorausgesetzt wurde, dass in der ganzen Aus- 
dehnung von 2' kein Punkt // vorhanden sei, in welchem nicht eine be- 
stiminte Normale existirte, so ist diese Voraussetzung fQr das Bestehen 
des Theorems selbst unwesentlich. Es genftgt das Eintreten dieser Vor- 
aussetzung in einem endlichen den Punkt //, fttr den die Unstetigkeit 
bestimmt werden soU, umgebenden Gebiet von 2', da die Theile von J 
welche endlich von // entferhten Elementen der Fläche 2' entsprcehen, 
zu dieser Unstetigkeit keinen Beitrag liefern. Ebenso unwesentlich er- 
scheint die Voraussetzung des Nichtverschwindens von cosoj in allén 
Punkten von 2. Sie ist nur erforderlich fftr Punkte in endlicher Um- 
gebung des betreflFenden Punktes II und stets ^rföUt, wenn man unter 
der Richtung der x^ diejenige nothwendig existirende Coordinatenrichtung 
vcrsteht, för welche in diesem Punkte cosa^ nicht verschwindet, Das 
Bestehen einer bcstimmten Normale in dem betrachteten Punkte erweist 
sich als die einzigc nothwendige und hinreichcnde Bedingung des Be- 
stehens des in Rede stehenden Theorems, unabhängig von den in diesem 
Punkte tlbri orens stattfindenden KrQmmunxsverhältnissen. 
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REMARQUES SUR LES INTÉGRALES IRRÉGULIÉRES 

DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 
Réponse ä M. Thomé 

PAR 

H. POINCARÉ 

å PABI8. 



J'ai publié deux mémoires sur les intégrales irréguliéres des équa- 
tions linéaireSy le premier Sur les équations linéaires aux différentidfes ör- 
dinaires et aux differences finies dans rAmerican journal of niuthe- 
matics (t. 7, 1885, p. 203 — 258), le second Sur les intégrales irréguliéres 
des équations linéaires dans les Acta Mathematica (t. 8, 1886, p. 295 
— 344). Ces deux inémoires ont inspiré a M. Thomb une Bemerkung zur 
Theorie der lineareti Differential gleichungen ({vHW a fait imprimer dans le 
Journal de Crelle (t. loi, 1887) ^* que je ne puis laisser sans réponse. 

Soit une équation linéaire de la forme suivante: 



in— 1 



011 les P sont des polynömes entiers en x d'un méme degré w. 

On démontre que pour x tres grand, cette équation admet n inté- 
grales de la fornie suivante: x 

X^^ipi 0=l,2,...,n) 

les ip étant des series convergentes doublement infinies procédant suivant 
les puissances positives et negatives de x. Mais on n'a aucun moyen de 
déterniiner les exposants p et les coöfficients des series (J). 
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D*autre part, on troiive n series que j'appellerai series normales et 
qui satisfont formellenient a Téquation (i). Ces series, qui soht générale- 
ment divergentes, sont de la formc: * 

ef^x''* f^i «= 1.2, ...,«) 

les ff étant des series ordonnées suivant les puissances negatives de x. 
J*ai démontré a ce sujet deux théorémes. 

1°. Pour qu'une serie normale soit convergente, il faut et il suffit 
que la transformée de Laplace de Téquation (i) admette une intégrale 
holofnorphe dans tout le plan. 

2^ Alors méme qu'une serie -normale diverge, elle représente 
asymptotiqnement une des intégrales de Téquation (i), quand x crolt in- 
définiment avec un argument déterminé. 

M. TiiOMÉ attaque ces déux théorémes, mais a deux points de vue 
différents. Quant au premier, il n'en conteste pas Texactitude, mais il le 
déclare dénué d'intérét. Cest la un point sur lequel il est malaisé de 
discuter. 

D'aprés M. Thomé, il est aussi difficile de distinguer si Téquation 
transformée a une intégrale holomorphe, que de reconnaitre si la serie 
normale converge. J'en conviens volontiers, mais j'estime qu'il n'e8t pas 
inutile, quand on est en présence de deux problémes également insolubles, 
de montrer qu'ils se raménent Tun a Vautre. 

On croirait que M. Thomé attendait de moi Ténoncé sous forme 
explicite des conditions de convergence des series normales. Il ne dé- 
pendait pas de moi de le lui donner; ces conditions 8'expriment évidem- 
ment par des relations entré les (n + i)(m + i) coöfficients des polynömes 
P; mais ces relations ne sont pas algébriques. Tout ce qu'on peut faire, 
c'est étudier les transcendantes qui y entrent. En établissant que la 
convergence se rattache a une propriété du groupe de Téquation trans- 
formée, je montrais en méme temps que ces transcendantes sont intimement 
liées a d'autres fonctions que j'ai étudiées dans mon mémoire Sur les groupes 
des équations Unéaires (Acta Mathematica, t. 4, 1884, p, 201 — 311). 
Les resultats que j'ai donnés au sujet de ces deux classes de transcendantes 
sont, il est vrai, fort incomplets; mais il est probable qu'on n'en trouvera 
pas d'autres d'ici ä quelque temps; c'est ce qui m'a déterminé a les pu- 
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blicr, tout en partageant les regrets de M. Thomé au sujet de» lacuncs 
qui y subsistent encore. 

Quant au second théoréme, M. Thomé le regarde comme faux, et 
cela parce qu'il Tinterpréte de la fa9on sui vante: 

Ce serait toujours la méme intégrale qui sefait représentée asymp- 
totiquemént par la méme serie normale, quel que soit l'argument avec 
lequel x . croit indéfiniment; d'ou il résult^rait que les exposants r^ de- 
vraient étre égaux aux exposants />,• 

Jé n'ai jaraais dit une pareille bétise ét M. Thomé rae la préte 
gratuitement. Le § 5 du mémoire de rAmeriean Journal est tout 
entier destiné a démontrer le contraire et j'ai encore répété le contrairc 
ä plusieurs reprises dans le mémoire des Acta Mathematica, et en 
particulier dans les deux derniéres lignes de la page 309 et les huit 
premiéres lignes de la page 310. 

En ce qui concerne ces dix lignes, je reconnais que j^aurais mieux 
fait de les souligner; mais, quant au § 5, je ne pouvais in\aginer qu'un 
paragraphe tout entier échappåt au lecteur le plus inattentif. 

Je prévois la réponse de M. Tfiomé; mais, dira-t-il, si vous no 
pouvez nous donner explicitement la valeur des exposants p, votre tra- 
vail est dénué d'intérét J'en suis fåché, mais cette détermination ex- 
plicite est impossible; on est obligé de se contenter de procédés d'ap- 
proximations indéfinies et c'est ce que j'ai fait en définitive, dans le § 5, 
en ramenant le probléme ä la détermination du groupe d'une équatioh 
linéaire, question que j'avais traitée, quoique d'une fa9on incomplétc, 
dans le mémoire cité des Acta Mathematica (t. 4). 

Paris, le 24 Juillet 1887. 
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SUR UNE CLASSE DE FORMES DE DIFFÉRENTIELLES 

ET SUR LA 

THÉORIE DES SYSTÉMES D'ÉLÉMENTS* 

PAB 

G. KOENIGS 

å PARIS. 

1. On sait combien il est avantageux pour certaines recherches 
géométriques d'adopter comme element générateiir de l'espace, non plus 
le point, mais une courbe ou une surface dépendant d'un certain noinbre 
de paramétres. Les cas ou Von adopte pour element les droites ou bien 
les sphéres de Tespace ont été particuliéremcnt étudiés, a cause princi- 
palement des resultats remarquables auxquels ils conduisent dans la théorie 
générale des surfaces. La droite et la sphére dépendent de quatre para- 
métres w, , Wj , Wg , u^. Le contact de deux sphéres infiniment voisines 
8'exprime par Tévanouissement d'une certaine forme quadratique des diffc- 
rentielles du^ , du^ , du^ , du^y dont les coefficients, quoique contenant géné- 
ralement u^ y^^ y^^f **i peuvent cependant, par un choix convenable des 
variables, étre amenés a étre constants. Un fait tout pareil se rencontre 
lorsque Ton prend pour element la droite, avec cette seule différence, que 
la notion de contact doit y étre remplacée par une autre, ä savoir la 
rencontre de deux droites infiniment voisines. 



* Ces recherches ont été Tobjct de deux notes présentées Ji TAcadémie des scicDccR 
de Paris en Mars 1887. % 
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Soit, dans Tun et Tautre de ces deux cas, M(u\du) la forme qua- 
dratique, dont les coefficients dépendront généralement des u. Gette forme 
quadratique admet une forme adjointe que nous représenterons par 

91c (w I 20, 

et alors, toute fonction d{u^ yU^y^^s^ ^a) donne lieu a un paraniétre diffé- 
rentiel, qui posséde la propriété d^invariance relativement a une transfor- 
mation quelconque eflFectuée sur les paramétres w; cet invariant est la 
fonction 



9r:(w 



d6\ 

9u/ 



Uévanouissement de cet invariant exprime la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que, si entré les quatre paramétres u on établit la relation 
= o, le complexe de droites ou de sphéres défini par cette équation 
soit formé, dans le cas des droites, de droites tangentes a une surface ou 
rencontrant une courbe fixe, et, dans le cas des sphéres, de sphéres tan- 
gentes a une surface ou bien a une courbe. 

2. Uobjet de ce travail est d'étendre ces divers resultats au cas 
d'un element quelconque. La condition de contact de deux elements in- 
finiment voisins, si ces elements sont des surfaces, ou bien leur rencontre, 
si ces elements sont des courbes, s'exprime par Tévanouissement d'une 
forme des (n + i) différcntielles des (w -j- i) paramétres dont dépend 
Télément. Cette forme fondamentdle M{ti\du) n'est pas nécessairement 
quadratique, et ne dérive pas non plus nécessairement d'une forme a 
coefficients constants. Il s'en faut cependant qu'une forme de difiFéren- 
tielles prise au hasard puisse toujours étre considérée comme la forme 
fondamentale correspondant ä un certain systcme d'éléments. Dés que le 
nombre des paramétres est supérieur ä quatre, la forme M{u\du) pré- 
sente des particularités caractéristiques, en sorte qu*il y a lieu de poser 
d^abord le probléme suivant: Sous quelles conditimis nécessaires et suffisantes 
une forme de différentielles peut-elle étre la forme fondamentdle pour un element 
convenablement choisi^ Construire le type general de ces formes. 

Apres avoir complétement résolu cette question, je passé a la question 
suivante qui en est le complément naturel: 

Sachant quune forme M {u \ du) peut Jouer le röle de forme fondamen* 
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tale, trouver tous les systémes d*éléments qui Vadmettent en effet pour forme 
fondamentale. 

Je résouds eiicore cette question et je parviens ainsi au théoréme 
suivant: 

Si deiix systémes d*éléments donneht lien ä la méme forme fondamentale^ 
U existe une transformation de contact qui transforme Vun dans Vautre ces 
deux systémes d'éléments. 

Par exeinple, la forme du] + dul + dul + du] est fondamentale pour 
la droite et pour la sphére prise pour elements. 11 doit donc exister une 
transformation de contact transformant la géométrie de la droite dans 
celle de la sphére. Il y a longtemps que M' S. Lie a découvert une 
telle transformation. 

Si Ton dit de tous les systémes d^éléments transformables les uns 
dans les autres par des transformations de contact, qu'ils förment un 
groupe, de méme que l'on dit que des formes de différentielles förment 
un groupe lorsqu'elles sont transformables les unes dans les autres par un 
simple changement de variables, on voit qu'a tout groupe d'éléments 
correspond un groupe de formes et inversement, sous la réserve que ces 
formes vérifient les conditions auxquelles sont assujetties les formes fon- 
damentales. Il y a lieu alors de distinguer les groupcs d'éléments en 
deux classes. A la premiére appartiendront les groupes qui ne contiennent 
que des systémes d'éléments-surfaces, et aucun systéme d'éléments-courbes; 
ä la seconde classe appartiendront les groupes qui contiennent un systéme 
d'éléments-courbes, auquel cas il y a évidemment dans le groupe une in- 
finité de pareils systémes. Le groupe qui comprend les sphéres de 
Tespace est, par exemple, de la seconde classe, puisque le systéme des 
droites de Tespace fait, d'aprés Lie, partie de ce méme groupe. 

Apres avoir donné le caractére distinctif des formes principales des 
groupes de la seconde classe,* je traite deux cas particuliers, celui ou la 
forme fondamentale est quadratique, et celui ou ses coefficients sont con- 
stants, pour lesquels la solution est immédiate. Je démontre ä ce sujet 
un théoréme general, qui me parait devoir conduire ä Tétude plus gé- 
nérale des formes fondamentales de degré donné. Il semble résulter de 
ce théoréme que le degré de la forme limite nécessairement le nombre 
des paramétres dont peut dépendre Vélément. Ainsi lorsque la forme est 
quadratique le nombre des paramétres ne peut étre plus élevé que 4. 
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Etude du cas ou Vélément est une »urface. 

3. Supposons que l*on ait pris pour element une gurface dépendant 
de (« + i) paramétres, et dont Téquation sera en coordonnées rectilignes, 
x,y,z: 

(i) z = f{x,y ,u^,Ut, ..., M,+,) = y{x,y\u); 

posons aussi 



« — ^^ 






et d étant une fonction quelconque des paramétres u^^u^j 



j ^«+i> 



convenons de représenter par ff , t Texpression 



0jt 



dff 



^m4 1' 



oii les ti sont des quantités quelconques. 

En expriinant que la surface (w) et la surface infiniment voisine 
(w + du) se touchent au point x , y y Zj on trouve les équations 



(2) 



f . 


du 




p^ 


, du 




q> 


, du 



= o 



= o 



= o. 



En éliminant x , y entré ces équations, on trouve une forme homogéne 
des différentielles rfw, dont les coefficients dépendentdes u, Je désigne 
par M{u\du) cette forme, qui n^est définie qu'a un facteur prés, indé- 
pendant des différentielles. 

Au lieu des du introduisons des quantités finies t^jt^^ ..., ^«,^„+i, 

et considérons la forme 

M{u\t) 

m 

qui proviendra de Télimination åe x y y entré les équations 



<p* 


t 




p, 


t 




?» 


t 



= o 
= o 
= o. 
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Ces équations peuvent encore s^écrire, 



(3) 





f >< 


^ 




d 
dX 


9>> < 


A 




d 
91/ 


p,t 



= o 



= o 



= o. 



4. Pour interpreter ces équations nous ferons usage de fa con- 
sidération des espaces a plusieurs dimensions. Les quantités u seront 
regardées comme constantes, et les t seront les coordonnées linéaires ho- 
mogénes d'un point d*un espacc ä n dimensions. Une équation horno- 
géne entré les t définit un espace ä (n — i) dimensions, que Ton peut 
appeler une surface et que je représenterai par le symbole E^^u oii /i est 
le degré de Téquation qui lie les coordonnées t d'un point quelconque 
de cet espace. Si en particulier yu = i, Téquation est linéaire et Ton a 
un espace linéaire ä (n — i) dimensions JEJi_i, que Ton peut appeler un 
plan. Deux équations linéaires représentent un espace linéaire a (n — 2) 
dimensions, que jc représenterai par El__^; plus généralement, k équations 
linéaires homogénes entré les t définissent un espace linéaire a (n — k) 
dimensions, JEJ*_^. Un point unique peut étre regardé comme un espace 
linéaire de o dimensions JBJ. Je laisse de coté les espaces JB^_^ a (n — k) 
dimensions et non linéaires (du degré p) dont la considération ne nous 
sera pas utile. 

Si Ton sé reporte a Tespace ordinaire ä trois dimensions, on sait que 
les surfaces Ei de cet espace se divisent en deux catégories. Pour les 
surfaces d'une catégorie, les plans tangents sont doublement indéterrainés, 
comme le point de contact; mais pour les surfaces de la seconde catégorie, 
dites développables, le plan tangent ne dépend que d'un seul paramétre, 
il est simplement indéterminé, et il est le inéme pour tous les points 
d'un méme espace linéaire a une dimension E\ (génératrice de contact). 
Des faits tout pareils se retrouvent dans le cas d'un espace quelconque, 
mais avec plus de varieté. 

Il y a, en effet, dans Tespace a n dimensions {n — i) catégories de 
surfaces. Pour les unes le plan tangent dépend de (n — i ) paramétres, 
comme le point de contact; c^est le cas general. Mais pour d'autres le 



318 G. Koenigs. 

plan tangent dépend de (w — 2) , (n — 3), ... de 2 ou méme seulement 
d'un seul pararnétre. Il est facile de se rendre compte de la generation 
de ces surfaces. Supposons, par exemple, qu'il sagisse de celles dont le 
plan tangent dépend de (n — k) parainétres; on écrira Téquation 

(e) 8 = TJ^ + r^^^ + . . . + TX + T^^it^^i = o 

011 les Ti dépendent de (n — k) paramétres otj , a, , . . . , «,-*> ^t lon 
cherchSra Tenveloppe de ce plan, en éliminant les (w — k) quantités «, 
entré les {n — k -{- i) cquations 

On obtiendra ainsi la surface la plus générale dont le plan tangent 
dépend de (n — k) paramétres, et Ton aper9oit tout de suite que le plan 
tangent est le méme dans tous les points de Tespace k k — i dimensions 
^l-i* représenté par les n — A + 1 équations (e'). Donc, lorsqu'une sur- 
face JBJI_i est telle que ses plans tangents soient '(n — k) fois indéterminés, 
elle est le lieu d'un espace linéaire JBJ_i a A: — i dimensions, en tous les 
points duquel le plan tangent est le méme. 

On voit que lorsque Ton parle de surface dans Tespace ä n dimen- 
sions, il y a lieu d'apporter une indication spéciale portant sur Tindé- 
termination du plan tangent. Par exemple -E,^_,^„_i representera un espace 
d'ordre fx ä {n — i) dimensions dont le plan tangent est (n — k) fois in- 
déterminé. 

6. Revenons maintenant aux équations (3). L*élimination est celle 
que Von effectuerait pour trouver la surface -E^n-1,2 enveloppe du plan ä 
2 paramétres x , y représenté par Téquation 



fp, t 



= o. 



qui est linéaire par rapport aux coordonnées t. 
11 suit de la que: 
Dans Vespace å n dimensions dont les t sont les coordonnées ponctuelles 

linéaireSj Véquation 

M{u\t) = o, 



Sur UDe classe de formes de différentielles et sur la théorie des systémes d élöments. 319 

oii les u sont regardés comme constantSj représente une surface' E^^^^^, dont 
les plans tangents sont seulement deux fois indéterminés. 

Lorsque n + ^ = 4> ce fait ne constitue pas une exception; mais 
si n+ I > 4 on est en présence d'une véritable singularité, qui est, 
corame nous le verrons, caractéristique des formes considérées. 

Si Ton représente par Tj , Tg , . . . , T^+i les coefficients de Téqua- 
tion du plan tangent de la surface M{u\t\ on aura, en comparant a 
la premiére des équations (3) 

(4) 



ni rp 


d(p 


9Wj 9v, 


5Wn + i 



et en éliminant x^y entré ces n équations on tombera sur (n — 2) équa- 
tions homogénes entré les quantités T, dont les coefficients dépendront des 
w, et que nous écrirons, 



(5) 



W^^{ji\T) = o 



m.^_^{^u\T) = o. 



Puisque le plan tangent a la surface JM'(w | f) = o ne contient que deux 
parainétres il devait, a priori, exister {n — 2) relations entré les coefficients 
de ce plan, ces relations sont précisement les équations (5). 

Une forme quelconquc de (n + i) variables t^^t^^ . . . , t^j^^ étant 
donnée, on sait qu'il existe une forme étroitement liée a la premiére, qui 
contient les coefficients Tj , T^ , . . . , T^^i d'une forme linéaire, et dont 
Tévanouissement exprime le contact du plan représente par cette forme 
linéaire avec la surface représentée par la forme proposée elle-méme. 
Cette seconde forme s^appelle la forme adjointe. 

On voit cependant que Ton ne peut plus parler de forme adjointe du 
moment que le plan tangent ä la surface repl^ésentée par la forme con- 
tient moins de {n — i) paramétres; s'il en contient (n — A), U faut k 
équations pour exprimer le contact d'un plan avec la surface, et au lieu 
d'une forme adjointe unique on a un systéme adjoint de k formes. 

Dans le cas actud, la forme M{ti\t) se trouve donc caractérisée par 
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ce fait quelle admet un systéme aåjoint composé de {n — 2) formes, ä savoir 
le systéme des premiers membres des équations (5). 

Dans le cas de w + i = 4, le systéme se réduit ä une forme unique, 
et on n'a des lors aucune singularité, mais si w + Jf > 4, le systéme (5) 
comporte plusieurs équations. Il en résulte donc déja que du moment 
que w + I > 4 on ne peut chercher les formes fondamentales relatives 
a tous les elements imaginables, que panni celles qui ont un systéme 
adjoint comprenant (n — 2) formes simultanées. 

6. Ce caractére purement dlgébrique que doit presenter la forme 
M{u\du) n'est pas cependant suffisant; nous allons voir qu'elle doit pre- 
senter encore un autre caractére exceptionnel, ou Ton tient compte du 
mode de composition des coefficients de la forme au moyen des variables 
Uj dont il a été jusqu'ici fait abstraction. 

D'aprés la definition méme des équations (5) on a identiquement 



.(«is)=° 



en sorte que le systéme des (w — 2) équations différentielles simultanées 

e^L I ^^ = o 



(6) 



ä»^'(" I fe') = ° 



ait..,(„ I g) = o 

admet la solution f{xjy\u) — z, oii x,y,z sont considérés comme 3 
constäntes. 

Le systéme des équations (6) admet donc une solution contenant un 
nombre de constäntes egal ä Texcés du nombre (n + O des variables in- 
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• 

dépendantes sur le nombre {n — 2) de ces mémos équations; et Ton peut 
dire ainsi, en étendant une locution usitée pour les équations linéaires, 
que les équations (6) förment un systéme complet. Les conditions aux- 
quelles sont soumis les coefficicnts de la forme M(u\du) ne sont donc 
autres que celles qui expriment, conformément aux théories connues, la 
compatibilité des équations (6). 

7. Ces conditions caractérisent entiérement la forme 91c(w|rfw) 
comme le prouve la réciproque suivante. 

Soit un systéme de (n — 2) équations diflFérentielles homogénes 



(E) 



91c, (u \-] = o 



m. 



( I ^^\ 



n-l 



assujetti a la seule condition de former un systéme complet, c'est-a-dire, 
d'admettre une solution compléte douée de trois constantes, dont une né- 
cessairement additive a la fonction 6. 
Je dis que le systéme des fanctions 



(EO 



91t,(»* I T) 
911,(m i T) 



9n:._,(« I T) 



constitue le systéme adjoint d^une forme fondamentdlej qui est méme fonda- 
mentde pour une infinité de systémes d' elements. * 

Formons d*abord la forme a laquelle le systéme (E') est adjornt; pour 
cela nous prenons dans Tespace ä n dimensions (dont les ^< sont des co- 
ordonnées linéaires ponctuelles) le plan 
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oii les T^ sont lies par les (n — 2) équations 



(E") 



91l,(« I T) = o 
91l,(« I T) = o 

9k:,_,(« i T) = o 



et no US cherchons Tenveloppe de ce plan, qui se trouve représentée par 
une forme M{u\t), Gette forme est la forme cherchée. En y rempla- 
9ant les t par des difFérentielles duy nous obtenons la forme M{u\diA), 
Il faut prouver que cette forme est une forme fondamentale. 
Soit en eflfet 

une solution compléte du systéme (E), ou x jy j z représentent les trois 
constantes, dont Tune est nécessairement additive a ö, puisque d ne figure 
pas explicitement dans les équations différentielles. Si Ton considére 
X y y f z comme des coordonnées linéaires dans l'espace ä trois dimensions, 
et que lon adöpte pour element la surface ä (w + i) paramétres 

f^{x,y\u) — z = Oy 

la forme M{u\du) sera la forme fondamentale correspondante ä ce sy- 
stéme d'éléments. Car si Ton veut former le systéme adjoint ä la 
forme fondamentale relative a cet element, on doit, comme on Va vu, 
éliminer x , y entré les équations 

!^. _ 2', _ _ T.+i . 



aw, au, aw„+i 

d'aprés Thypothése faite que ^{Xyy\u) — z vérifie le systéme (E), cette 
élimination donnera lieu au systéme d^équations (E"), en sorte que la forme 
fondamentale aura le systéme (E') pour systéme adjoint, et colncidera, par 
conséquent, avec la forme M{u\du). 

Maintenant, comme Ton peut adopter toute autre forme de solution 
compléte du systéme (E), on obtiendra autant de systémes d'éléments, 
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admettant la forme fondamentale M{u\du)j qu'il y a de sdTutions com- 
plétes distinctes, c'e8t-a-dire une infinité. 

On poiivait déja prévoir Texistence d'une infinité de systémes d'élé- 
ments donnant lieu ä la méme forme fondamentale; car si Ton effectue 
une transformation de contact sur Tespace a trois dimensions, un systéme 
de surfaces a (n + i) paramétres se transforme en un systéme analogue; 
et si deux surfaces se touchent, leurs transformées se touchent égale- 
ment. L'évanouissement de la forme M(u\du) qui exprime le contact 
de deux surfaces infiniment voisines exprime donc aussi le contact de 
leurs transformées, qui sont également infiniment voisines. Nous pou- 
vons ainsi regarder comme formant un groupe tous les systémes de sur- 
faces qui dérivent les uns des autres par des trandformations de contact, 
de méme que Ton regarde comme formant un groupe toutes les formes 
de différentielles qui dérivent les unes des autres par un simple change- 
ment de variables. On dit aussi que ces formes sont équivalentes. Cela 
pose, nous allons démontrer la proposition réciproque suivante. 

• Si deux elements dépendant d'un méme nomhre de paramétres donnent 
lieu ä la méme forme fondamentale^ ou bien ä deux formes fondamentales 
équivalenteSj ces deux elements font partie d^un méme groupe, c^est-å-direj qtie 
Von peut passer de Vun ä Vautre par une transformation de contact. 

Ce théoréme, que nous énon9ons ici dans le cas des surfaces, subsiste 
dans le cas oii Télément est une courbe, comme nous le verrons plus loin. 

8. Pour démontrer cette proposition nous remarquons que les deux 
systémes d elements considérés doivent correspondre chacun a une solution 
compléte du systéme (E), et nous n'avons dés lors qu'ä étudier le passage 
d'une solution compléte a une autre solution compléte. 

Ceci nous conduit a étudier de plus prés les solutions du systéme (E), 
en partant de ce fait qu'il admet au moins une solution contenant trois 
constantes, dont une nécessairement doit étre additivé. Soit alors + j' 
cette solution compléte, donnée.par Téquation 

(V) F(a , ^ , + ;- , Wi , ^2 , . . . , w„4.0 = o, 

OU a j (i , y sont les trois constantes. On voit que les — seront propor- 



dUi 



dV 

tionnelles aux — , et, par suite, les équations suivantes 
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=-- O 



= O 



911 



''^•V \ duj 



seront vérifiées en vertu de F = o, c est-a-dire si Ton transporte dans ccs. 
cquations la valeur de 0, tirée de Téquation V = o, D^aprés cela les 
équations (s) étant vérifiées pour toutes valeurs de Ui , u^ , . . . , u^^i et 
de a, yJ, ;*, le seront encore si ces trois derniéres quantités, au lieu d'étre 
constantes dépendent des u et d'autres quantités. Si nous posons alors 



a 



c(Wi , Wa, .. ., ^n-^ij^) = S{u\0) 



y9= rj{-u^ , w.^, ..., u„^,, d) ^ 7j{u\0) 
r = C{U, , Wa ., • • • , K^i> 0) = c{u 1 0) 

■ 

öu f , ly , c sont trois fonctions arbitraires, et une quantité quelconque, 
Téquation 

F(f (w \0),7j{u\0)j C{u I /?) , Wi , W2 , . . . , u„^^) = o 

définira en fonction des w; et par un choix convenable de f,gy,C 
on pourra faire en sorte que représente telle solution que Ton voudra 
du systéine des équations compatibles (E). Cest la un fait bien connu 
dans la théorie des équations différentielles. Différentions Téquation 
V= o et dans la différentielle totale de f distinguons deux parties; 
Tune provenant de la variation des u et Tautre de la variation de 0y 
en sorte que 



dS = dS + ^rfö; 



nous aurons, en diflfércntiant 



(IV = 



_«^ +_«, + ^«^ + (^ To + Vyj ^ + ^ a^^^^ 






du. 



aw. 



au 



»+i 
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Exprimons qu'ici encore, comme pour la fonction 0, les — sont propor- 

dV 

tionnels aux — , nous aurons nécessairement 

dUi 

Supposons f , ly , C choisis de sorte que Téquation (a) ait lieu, les 

dff . dV , 

— étant proportionnels aux — , vérifieront les équations (E), eu égard 

aux équations (e), et cela en vertu de Téquation F = o, c'est-a-dire que 
sera une solution du systéme (E). 

On sait, de plus, ainsi que je Tai dit déja, que toute solution du 
systime (E) peut sengendrer de cette fa9on, sauf les singularités que 
j'écarte. Tout revient donc a vérifier Téquation (a). Cette cquation ex- 
prime que si Ton considére f , 17 , C comme des fonctions des w, la quan- 
tité jouant le role de constante, il existe entr'elles une ou plusieurs 
relations. De la trois cas a distinguer. 

I**. S'il existe trois relations^ en se rappelant que joue le role 
de constante, f , 17 , C seront trois fonctions de 0, 

et la fonction sera définie par Téquation 

2°. SHl existe deux relations on pourra les écrire 

et Téquation (a) donne alors 

dV , dV df ^ dV dg 

af ^ dtj af ^ ac af 

On eliminera $,17, C entré ces trois équations et Téquation F=o; le 
résultant sera une équation entré et les Uy qui définira comme fonc- 
tion de ces variables. 

3®. Enfin dans le cas d'une seule relation 
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Téquation (a) se décoinposera dans ces deux 

dV , dV df 
af ^ aC d$ 

dV , dV df ' 

et on eliminera encore f , ly , C entré ces équations et F = o, pour ob- 
tenir Téquation qui donne d en fonction de Ui,u^y ..., Wh+i- 

Imaginons, par exemple, qu'il s'agisse de passer d'une solution com- 
pléte donnée par Téquation 

ä une autre H donnée par Téquation 

oii a , ^ , j- et a' y ^ j f sont respectivement les constantes qui doivent 
figurer dans ces intégrales. 

Ce passage s'effectuera suivant Tune des trois inaniéres ci-dessus 
rappelées. 

I®. S'il y a trois relations, on devra poser 

r = h{a\^,f-\- ii), 
en sorte que le passage de 

F(a , y9 , ;■ I m) = o 



a 



R^effectuera par la transformation 

r = Ha',^,r'). 
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2^ S'il y a deux relations, on devra avoir 

et on adjoindra Téquation 

dV , dV df , dV dg 

da * a/9 3a ' dj' da ' 

On passera donc de V{a j /i , y\u) = o ä TF(a', /?, /|w) = o en portant 
dans V les valeurs xles a y (i j y tirées des équations 



(T.) 



dV 'dV ^f tl^ ^g 

'dä "^ '^^ dä^~dr dä 



3°. De méme, dans le cas d'une seule équation, on verra qu'on 
passé de V{a j ^ ^ y\u) a W{pL , /? , y\u) en portant dans V les valeurs 
de a , /} y f tirées des équations 



(T,) 



da dy da 

97 ar a/;_ 
a/? + ar a^9 "" ^' 



Interprétons ces resultats. Si dans Téquation 

on regarde a , y9 , ^ coinme des coordonnées, on obtient une famille de 
surfaces dépendant des (n + i) paramétres w; de méme 

représent^ une seconde famille de surfaces, et d'aprés les hypotheses faites, 
ces deux familles constituent deux systémes d^éléments quelconques parmi 
ceux qui donnent lieu a une méme- forme fondamentale, a savoir, celle 
qui correspond aux équations (E). 
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Or les trois transfonnations (T,), (T^), (Tg) par Tune desquelles on 
peut certaincment passer d'un systéine a Tautre rcprésentent évidem- 
ment les trois classes de transfonnations de contact relatives ä Tespace 
ä trois dimensions. 

Le théoréme énoncé au nuraéro 8 se trouve done complétement 
démontré. 

Et la relation entré les groupes de systémes d- elements et les classes 
de fornies fotidamentales se trouve ainsi entiérement établie. 

9. Cherchons maintenant a interpreter les Solutions du systéine (E) 
sous une forme différente. 

Nous venons de voir qu'un changeraent de solution compléte est 
cquivalent a une transformation de contact de Télcment. Nous allons 
étudier Téquation F = o «a un autre point de vue. 

Si dans Téquation 

on regarde x ^ y , z comme donnés, Téquation V = o est celle qui lie 
les u de toutes les surfaces du systeme qui passent par un point donné. 
On en conclut donc que si Téquation 

assujettit la surface (?^) a passer par un point donné, la fonction d{u) 
vérifie le systeme des équations (E). Cette proposition se généralise ainsi: 

Si réquation = o est telle que les surfaces (w) qui la vérifient tou- 
client une surface ou une courbe fixe, ou passent par un point fixCy les 
équations (E) sont vérifiées par la fonction 0, soit identiquement, soU en vertu 
de réquation = o. 

En effet, soit S une surface fixe; on peut toujours trouver une 
transformation de contact telle que toutes les surfaces de Tespace qui 
touchent S aient pour transformées des surfaces passant par un poinf 
fixe. Si on applique alors cette transformation, la condition = o qui 
exprime le contact des surfaces (w) avec la surface 5, exprime que les 
surfaces transformées passent par un point fixe. Le systeme (E) n'étant 
pas modifié par la transformation, il en résulte que doit vérifier les 
équations (E). La méme demonstration s'applique au cas ou Ton assu- 
jettit les surfaces (w) a toucher une courbe fixe. 
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Voici maintenant la réciproque de cette proposition. 

Si la fonction 0{u) vérifie les éguations (E) soU identiquement^ soit en vertu 
de Véquaiion d = Oy cette derniére éqtuUion exprime qtie les surfaces {u) qui la vé- 
rifient touchent une courbe ou une surface fixe, ou bien passent par un point fixe. 

En c£Fet, toute fonction de Tespéce considérée dérive d'une fonc- 
tion (solution compléte) telle que W{x' , y' , ^' | w) dans laquelle x\y\ z' 
ont re9U deg valeurs numériques déterminées, a^i , yj , z'^^ en sorte que 

si Ton effectue la 'transformation de oontÄct qui consiste a prendre pour 
element les surfaces W{x' , y' , / 1 w) = o, Téquation ö = o exprime que 
lc8 surfaces W qui la vérifient passent un point (xj , yi , 4)- ^^^ surfaces 
primitives V = o touchent donc une courbe ou une surface fixe, ou bien 
elles passent par un point fixe.^ 

Ex€X/men du cas ail Vélément est une emirhe. 

10. Si Télément est une courbe dépendant de (w+ i) paramétres, il 
est facil^ de ramener ce cas a celui ou 1'élément est une surface; il suffit 
d*effectuer une transformation de contnct arbitraire (non ponctuelle). On ob- 
tient ainsi des surfaces dépendant de (w+ i) paramétres, auxquelles on petit 
appliquer tous les resultats précédents. On formera ainsi la forme Jlf (w | du) 
et le systeme adjoint de cette forme; il ne restera plus qu'a interpreter 
le r61e de ces diverses fonctions dans le kngage des courbes. Les trans- 
formations de contact transforment la rencontre de deux courbes dans le 
contact des deux surfaces correspondants et inversement. Il suit de la 
que révanouissement de la forme M{n\dH) exprimera la rencontre des 
<)eux courbes infiniment yoisines \u) et [n -f du). 

' Ainsi qu^OD va le voir, tous ces resultats s^éteudent d'euz-mémes au cas oil Télé- 
meut est une courbe. Dans le cas particulier oii Télément est une droite, on a ce théo- 
réme dé M. Klein (Mathematische Annalen, t. 5)? Que lorsque le paramétre diifé- 
rentiel du premier ordre d^un complexc est nul, ce oomplexe est formé des sécantes d'nne 
courbe ou des tangentes d^une surface. Dans le mémoire précité, M. Klein n'a pas com- 
pléte sa demonstration, et je ne crois pas quelle ait été reprise par personne, si ce nest 
dans mon travail Sur Us propriétés infinitésimales de Vespace réglé (Annales de Téoole 
normale, 2*"® sörie, t. II). ^ 

Ce qui précéde fournit une nouvelle démouAtration de eet important théorémc. 

Åcta mathemaliea. 10. Imprimé le 81 Octobre 1887. 42 
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Si la fonction 0{ui , Wj , . . . , ?/„ , w„+i) vérifie les équations (E) iden- 
tiqueiiient ou en vertu de ö = o, cette derniére équation exprime que 
les surfaces transforVnées touchent une surface fixe ou une courbe fixe, 
ou bien qu elles passent par un point fixe. Les courbes primitives doivent 
donc toucher une surface fixe, ou bien couper une courbe fixe. 

On retrouve ainsi une extenaion fort générale du théoréme que M. Klein 
a fait connaitre pour le cas des complexes de droites. D^aprés M. Klein, 
pour que le complexe = o soit formé des tangentes d'une surface ou 

des sécantes d'une courbe, il faut et il suffit que Tinvariant SltT?/ — ] 

soit nul. 

Or, dans • le cas des droites, on a /^ + ^ = 4 ^t w — 2 = i ; le sy- 

stéme adjoint se réduit précisément a la forme ?!f\lltt — ]. 

11. Ge qui précéde montre assez qu'il n'y a pas de distinction fort 
essentielle ii faire entré le cas 011 rélément. est une surface, et celui ou 
Télénient est une courbe. II suffit, par une transformation de contact, de 
transformer en surfaces les courbes du systérae pour pouvoir appliquer 
les resultats ci-dessus démontrés. 

On a vu, par exemple, que si deux elements donnent lieu a la méme 
forme fondamentale, il existe une transformation de contact qui les 
transforme Tun dans Tautre. Ce théoréme n'a été démontré que dans le 
cas ou rélément est une surface. Il s étend de lui-méme au cas des courbes. 

Soit un systéme /' de courbes et un systeme 2' de surfaces qui 
donnent lieu a la mcme forme fondamentale. Une transformation de 
contact T transforme /' en un systeme TF de surfaces. Le systéme TF 
de surfaces et le systéme I donnent lieu ä la méme forme fondamentale, 
il existe donc une transformation de contact T qui transforme TF en 2, 
en sorte que TTF = 2'; on en conclut que si l'on transforme successive- 
ment 2 par les transformations de contact T'~\ T"^ inverses de T' et de 
T on reproduit F] ou enfin, que F et I sont transformables Tun dans 
Tautre par une transformation de contact, attendu que le produit de 
deux transformations de contact est une transformation de contact. 

Par exemple, on sait que par un choix convenable des coordon- 
noes la sphére et la droite donnent lieu a la forme fondamentale 

da] -\-.(lul + ^'^8 + ^^^4- 
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Il existe donc une transformation de eontact qui change la sphére en 
droite. M' Sophus Lie a depuis longtemps donné cette remarquable trans- 
formation, dont Tusage est si fécond pour la théorie générale des surfaces. 



I>l8tinctU>n entré le cas d^s caurbes et celui den surfaces. 

12. Malgré la grande similitude entré le cas oii Télément est une 
courbe et celui ou Télément est une surface, malgré qu'une transforma- 
tion de eontact permette toujours de passer du premier cas au second, 
il existe néanmoins des particularités dans le cas ou Télément est une 
courbe, particularités qui tiennent a ce quun mjstéme de surfaces 7ie peut 
générdlenient pas se transformer en un si/sténie de courbes par une trans- 
formation dé eontact, méme convenablement choisie. 

Nous avons déja dit que nous regardions comme équivalents, ou for- 
mant un groupe, tous les systémes d'éléments qu'une transformation de eon- 
tact transforme les uns dans les autres. Ce qui précéde fait voir assez que 
nous n*excluons pas le cas ou le groupe contient un systeme dé courbes, 
auquel cas il en comprend une infinité. Mais alors nous sommes con- 
duits a diviser ces groupes en deux classes. Un groupe de la premiére classe 
ne comprendra comme elements que des surfaces, qu'il sera impossible de ra- 
mener a des courbes; a la seconde classe appartiendront les groupes qui com- 
prennent un systeme de courbes, et par suite une infinité de ces systémes. 

Nous avons déja vu que chaque groupe est caractérisé par une classe 
de formes fondamentales, c'est-ä-dire de formes qui dérivent toutes les unes 
des autres par un changement de variables. 

Le probléme qui se présente maintenant est donc celui-ci, qu^est ce 
qui caractérm les formes dont le groupe d'éléments correspondant est de la 
seconde classe? 

Nous allons -traiter ce probléme dans lequel on verra intervenir, 
non sans intérét, ces systémes simultanés d*équations différentielles dits 
semirlinéaires dont la notion est due a M' S. Lie. 

13. Nous prendrons les éq nations des courbes considérées comme 
element, sous la forme 

X = f{Zy U,yU^y . . . , U,,^,) == f{Z \ U) 
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Si les courbes (u)^ {u + du) se coupent au point x^y^Zy oii a, eii re- 
prenant une notation précédente, 



fy du 



ip , du 



o 



= o. 



d'ou Ton déduira la forme 3f(w|^/w) par rélimination de z. Ou encore, 
on obtiendra la fonne M{il\() en éliminant z entré les équations 



(a) 



f.t 




<f ,t 



= o 



= o. 



Cherchons le systéme adjoint de la forme M. Pour cela^ je différentie 
totalement les équations ci-dessus, en regardant les u comme constants. 
Il vient 



d'ou, en posant 



(b) 



on conclut 



en sorte qu'on a 



9 f.t 


dz + 
dz + 

-X = 




f,dt 


dz 






^ trs i 




ff ^ ,t 


^ ,dt 


dz 








9z 




A<Pst\ 




dz 


f,dt 


(p , dt 



= o 



= o 



= o, 



r. 



T. 



(c) 



r«+l 



9u, a^tf. ati. 3w. 



^^+i "p 



du 



n+1 



du 



» + l 



Ti ; T, , . . . , T„4.i déaignant les coefficients du plan tangent a la surface 

-EiLi représentée par 

M{u\t) = o 

dans Tespace ä n dimensions dans lequel les ti sont les coordonnées li- 
néaires ponctuelles. 
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Cc plan tangent dépend de deux paraniétres X et z, ooinme dans le 
cas general étudié au debut. Mais ici se place une remarque nouvelle. 

14. Précédemraent, notre surface E^^i se trouve étre le lieu d'un 
espace linéaire Ei^^y en toua les points duquel le plan tangent est le 
méme. Maia ici il y a plus; la surface JS^., est, d^aprés les équations 
(a), le lieu d'un espace linéaire ä E^^^ dimensions, et tout plan inené 
par Tun de ces espaces générateurs touche la surface en tous les points 
d*un espace linéaire ä trois dimensions, représenté par les équations (a) 
(b), ou A a re9U une valeur arbitraire déterminée. La difterence avec 
le cas general est donc bien établie; présentons la sous une forme moins 
symbolique. 

Si on élimine z et X .entré les équations (c), on obtient les (n — 2} 
équations du systeme adjoint 

9tl,(ti|T)-o 

9n,(w|r) = o 



9n_,(i^|T) = o. 



Si Ton forme alors les équations 



(E.) 



^'{' I s 



= o 



^-'i' I S) 



= o 



on voit par les équations (c) elles-mémes, que la fonction f{z\u) + Xf»{a\u) -\- /i^ 

011 z y Xf fi jouent le röle de constantes, est une solution du systéme (E^). 

Or on sait qu'un systeme complet de (n — 2) équations différentielles 

homogénes linéaires simultanées admet une solution compléte de la forme 

ou Xf fiy å sont les constantes, et x^ ^ x^ y x^ trois solutions particuliéres. ^ 
Cett€ solution est linéaire par rapport ä toutes les constantes. 



' Od sappose le nombre des yariables égtl k (n + !)• 
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Dans le cas actuel, nou8 avons une solution 

f{z\u) + kf'{z\u) + /i 

qui est linéaire par rapport a deux des constantes seulement; ile la le nom 
de serni-linéaife que Lie a doniié a ce genre dequations difterentielles. 

Ainsi, ce qui caraetérise une forme M(u\du) dont le groupe d'élé- 
ments comprend des systemes de eourbes, c'est que le systeme adjoint 
d'éq nations diflférentielles est un systeme senii4inéaire, 

Je n'insisterai pas davantage sur ces considérations générales, et je 
passé a quelques applications. 



Ni 



Recherche de tous les oas aä la forme fondamentnie est qnadratiq^ie. 

16. Je démontrérai dabord la proposition suivante: si parmi les 
équatimis du systeme adjoint Vune (Pelles est linéaire, le nombre des variahles 
peut étre réduit d'une unité. 

Soient en effet les équations ^ 

dff\ 



'\ 1 au/ 



m. 



,-j(«* 



— ) = o.! 

9 11 1 



\ 



— ) = o est linéaire, ejle admet n solutions indé- 

3m/ ^ 



Si Téq nation ?P(C^Au 

pendantes t?^ , v,, , . . . , t?„; on peut prendre pour variables les fonctions 
v et une (/i + 1)*"°"% formant avec olles un systeme de variables indé- 
pendantes. Les équations du systeme adjoint deviendront alors 



9Tl,(t; 






9TL. 






de\ 



s».-.(. I % 



) 



o 



— JL. — 



9v 



ll+l 
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Toutes. les solutions comniunes au systeme seront donc nécessaire- 
ment des fonctions de v^ , v.^ , . . . , i;« et ne contiendront pas v^^^. La 
solution compléte 

^ixyp\v) — z 
ne contiendra pas v^+i, et la surface 

dépendra seulement de n paramétres. Il en résulte que t;,^.i iJoit se 
trcmver nåturellement éliminé des équations du systeme adjoint, resultat 
auquel on est encore conduit en écrivant les conditions d'intégrabilité. 

CoroUaire. Si p des équations du systétne adjoint sont Unéaires, on 
peut réduire de p le nombre des paramétres. 

16. Appliquons ceci ä la recherche des formes M{u\du) qui sont 
quadratiques. 

Je remarque d'abord que si une forme quadratique, de (»+ i) variables, 
est réductible a (n + ^ — p) carrés, il existe p relations linéaires homo- 
génes entré les dérivées partielies de cette forme, en sorte que ces dé- 
rivées sont expriraables en fonction de (n + i — p) d'entr'elles entré les- 
quelles il n'existe aucune espéce de relation. 

Si on assujettit néanmoins les variables »a annuler la forme, une 
relation quadratique unique existe entré ces {n + i — p) dérivées indé- 
pendantes. Donc, nous voyons que dans le cas d'une forme quadratique, 
(n — 3) des équations du systeme adjoint seront linéaires, et la (w — 2)''"'* 
sera quadratique. Il en résulte que le nombre des paramétres peut étre 
abaissé de (w + i) ä w + i — (n — 3) = 4. De la ce théoréme: 

Les elements qui ont pour forme fondamentale une forme quadratique 
ne peuvent dépendre de plus de 4 paramétres.^ 

D*ailleurs, si Ton prend une forme quadratique quelconque dépen- 
dant de 4 variables 

M{u I du) = M{t(^ , u^ , u^ , u^\du^ , du^ , du^ , c/wj, 

_ ._. I II H^ - - , ■■»!!■ 

' OénéraleDicnt, le nombre de.s paramétres est inférieur ou éfral au degré de la forme 
augmenté de deux. 
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et que ron prenne la forme adjointe unique 91^(1^17"), Téquation qua- 
dratique en — 

^ du 

»i- 1 1) -° 

admettra une solution compléte 

qui donnera immédiatement un element pour lequel M{u\du) est la 
forme fondamentale. 

Dans cet exemple on n'a pas ä s'occuper des conditions dHntégra- 
bilité. Voici un ' exemple encore ou ces conditions sont vérifiées d'elles- 
mémes. 

Ciis des f&rmes ä eoeffidents consitmts. 

17. Pour engendrer les formes fondamentales ä coefficients con- 
'stantey il suffit de partir d'un systéme de {n — 2) équations différentielles 
simultanées quelconque a coefficients constants 



(E) 



^'Céh" 



^-(S) - »■ 



Les conditions d'intégrBbilité sont vérifiées d'elles-mémes, et si Ton dé* 
termine les fonctions ^^(p ^y) j ^^{^ yV) j . . • , f i.+i(^ > y) des deux coii- 
gtantes x jy^ de fa9on ä avoir 

91l,(^) = o, ffVi^{<p) = 0, . . . , 91l„^,(f ) = o, 
la fonction 

— z + ip,{x , y)u, + (p^{x , y)u^ + . . . + {^.(a? , y)w» + f^n+i(^ , y)w^+i 

sera une solution compléte du systéme des équations (E). 
Si Ton prend pour element la surface 

^ = Fi(^ y y)^x + 9Å^ ' y)^% +'... + 9n^i{^ y y)K^\f 
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la forme fondamentale correspondante aura ses coefficiente constants. Ré- 
ciproqueraenfr, toute fonne fondamentale a coefficients constants est évi- 
demment susceptible d'un tel mode de generation. 



v 



(A) 



Sur tme forme particuliére des équoHana adjointes. 

IS. Les équations . 

9n,(«|r) = o 

9Tl,(«|r) = o 



9fll,_,(M|T) = o 
peuvent n'étre pas entiérement équivalentes aux équations de definition 

^1 T^ Tn^\ 

(B) d<p df * * ' df 

awj av, aiin+i 

Il se peut en effet que Tespace commun aux espaces 

9n^(w| T) = o, 9n,(«f I T) = o, . . . , m.,_lti\T) = o 

se décompose en espaces partiels dont Tun denx seulement correspondé 
aux équations (B). 

Supposons ici algébriques par rapport aux T les équations (A). 

Je m'appuierai sur le théoréme suivant: 

Lorsque (w + O qudntités sont liées par (w ■ — 2) relations homogénes 
algébriques, on peut trouver (n + O polynonies _ 

de frais paramétres a , ^ , ;* Ués par une équatiofi irréductible aJgéhique 

ces polymmes étant tels que si Von substitue 0^ , ^3 , . . . , 0„^, a la place 
des (n + 1) quaniités dans les (w — 2) équations, celles-ci se trouvent iden- 
tiquement satis faites en vertu*de ii = o. 

Si le systéme des solutions des {n — 2) équations forme un espace 
indécomposable, le systéme des polyn6mes ^t Q sera unique; mais s'il 
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y a décomposition, ä chaque espace partiel correspondra un sygtéme de 
fonctions et Q. 

Saris aller bien loin, nous avons déja rencontré une representation de 
ce genre pour les équations (A); reportons-nous en effet ä la fonction V; 
on voit que les fonctions 

dV aF dV 



— — j — j . • • y 



'• C^Vn + l 

mises a la place de T^ y T^, . . . , T^^i dans les équations (A), vérifient 
ces équations en vertu de Téquation 

V{x,y,z\u) = Q. 

On a donc une representation immédiate des équations (A) lorsque lon 
connalt un des elements qui correspondent a la forme, car ces équations 
pourront s^écrire sous la forme 



T T T 
■•i -"t ■*• 

aF dV 9V •• 




9u, 9u, 9«9 


9M|. + 1 


V -O. 





Mais dans le cas ofi Ton part de la forme elle-méme, on aura plus gé< 
néralement 



(p,(a,^,r|«) *.(«,/?, rl«) • tf>.+i(a,^,H«) 

ou il est entendu que a , /9 , /• peuvent étre déterminés en fonction de u 
et de deux constantes de sorte que Texpression 

0,du, + 0^du^ + . . . + ^n+l^t^n+l 

admette un facteur intégrant. 

Cette nouvelle forme des équations (A) est principalement utile pour 
rechercher les formes fondamentales d'un degré donné. 

Paris le 9 Juillet 1887. * 



••■MMlM 



33d 



SUR UN CAS SPECIAL DE 

UÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE LAME 

FAS 

E. A. STENBERG 

å HBL8INGF0B8. 

La méthode donnée par M. Hermite dans son admirable mémoire 
Sur qudqaes applications des fonctions elliptiqties (premier fascicule, Paris, 
Gauthier-Villars 1885, §§ 44> 45)> P^^^ intégrer Téquation difFérentielle 
de Lame 

y" — [n{n + O*' ^^'^ + *]y = ^ 

nest plus applicable, quand les équations trouvées au § 45 , c'est-ä-dire 

2vHt, + (2V — 2)Ä,H,,_, + [2V — 4)*1^»-4 + . . . + 2A,_iÄ, = O 

ou 

(2j; — i)H^^^ + (2y — 3)AiÄ,,.8 + • • • + Av-i-öi — A, = o 

suivant les cas de n = 2v et n = 2); — i, conduisent par Télimination 
de A a une équation 

(P(&'sn'a>y A; sn a> en a> dn a>) = o, 

oil la fonction doublement périodique ne devient nul que pour w = iK. 
La fonction f{x) du méme paragraphe n'a, en effet, alors aucun pöle 
et ne peut pas par conséquent servir d'éléroent simple. 

Å€if mathtmatie: 10. Imprimé le 24 Ootobrt 1887. 
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Il en est ainsi, particuliérement, toujours, quand Téquatioii de Lame 
est satisfaite par des fonctioiis doublement périodiques spéciales de seconde 
espéce de M. Mittag -Leffler.^ Cest ce cas, laissé de c6té par M. Her- 
MiTE, que je me propose d'étudier ici. 

Soit y une fonction de cette espéce, ayant le seul pöle x = iK\ 
auquel correspond le développement suivant 

^ g» ' gH-2 I g»-4 ~ ' ' ' \ g»_»i -T • • • • 

La quantité A, qui entré dans les multiplicateurs 

de cette fonction, est alors, comme Ta demon tre M. Mittag-Lefeler dans 
son artide cité ci-dessus, soumise a la condition 



^ + n, . >'"* + • . . + -^=^■ ^' + ^=v ^ = o 



/■(n)" ■ An -2)" ^•••T^r(4)" ^ r(2) 

ou 

l«— 1 I ^1 1«— 3 I 1^ "■'—9 1» 



A-^ + 7V-^^;rx^ + • • • +-7^^ + K-i == o 



nn)'' -^ l\n-2)" ' ••• ' r(3) 

suivant les cas de n = 21^ et w = 21^ — i. 

Pour reconnaitre si Téquation de Lame a une solution ainsi qualifiée 
nous déterminons d'abord les v' + i coefficients 

^i> "'^j \y • • • > "vj 'K^-\ 

au moyen des formules de M. Hermite au § 44: 

^ ^ h + njn + 1)8^ 

» 4n — 2 ' 



2(2n-3)A, = (2n-i)Ä?-^^^!^ 



«i. 







' Mittao-Leffler, Sur les foncHons doublement périodiques de secondé espéce, 
Comptes rendus de Taoadémie des scieoces de Paris, 26 Janvier 1880. 
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ou les quantités s^j s^, s^j ... sont les coefficients du déyeloppement 

I I 



r; = -, + ^0 + ^x« + *i« + • • • 



8n'e e 



c'e8t-a-dire 



I 


3 


I 

«1 =- 


k* + k* 
15 


2 


3*!' 3*!* + 2k* 


^2 

• • • 
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J*emploie coinme element simple la fonction 
oii je pose 



On a 



XiiK' + s)= ^ ='--Ae- A,B^ - ^.e* 



Al(«). 

oii ä Taide de la relation 



Dl log Al {x\ -. - 
les coefficients seront donnés par la formule 



8n'a; 



Ai — rr 



21 + I 
Nous pourrons ainsi écrire 



f{iK ^e)=\+H,^U,f^ Ä,6» + 



Séf E. A. Stenberg. 

ou riouff ' aurotiB 



Ä, = -^A + 



A3) 
X* 



ru) 



i* i* 



•na) ' ns) 



et en general 



A4) *"' ^(6) ' * • ^ r(2i) ^ r(2t + 2) ' 

-"Ji+1 = — -^i — -^<-i TvT\ — '^i-i Jv7\ — • • • — ^0 n/^ ' . ,\ + 



A3) '-' As) ^r(2i + I) • r{2i + 3) 

D^aprés cela, si nous considérons la fonction 
ou 

Buivant les cas de n = 2u ou n ^ 2p — i, et posens x = %K' + ^> la 
partie principale de son développement sera égale k célle de y. 

F[x) est une fonction doublement périodique de seconde espéce de 
M. Mittag-Leffler avec les multiplicateurs 

car 

f{x +2K) = e»^V(a?) — 2Jc^<'+»^ 

f{x + 2%K') = e»^^y(rr) — 2iJ'e^'+«''> 
d'ou 
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et par conséquent, en ayant égard ä l'équation conditionnelle^ a laquelle 
la quantité A est sbumise 

F{x+ 2iK') = c*^'^'F(a;). 

Cela pose, je dis que la fonction F[x) sera une intégrale de Téquation 
de Lame sll est possible de déterminer les quantités G^ et A de telle 
sorte que dans les développements des fonctions F{x) et y^ suivant les 
puissances croissantes de e, non seulement^ comme nous Tavons vu, les 
parties principales mais aussi les termes constants et les coefficients de 
e^^ soient égaux, toutefois sans que Téquation conditionnelle cesse d^étre 
satisfaite par A. 

En substituant F{x) pour y dans le premier membre de Téquation 
de Lame, nous obtiendrons en efFet alors une fonction doublement pé- 
riodique de seconde espéce de M. Mittaq-Leffler 

I)lF{x) — [n(n + i)*'sn'ir + K\F{x\ 

dont les multiplicateurs seront 

et qui n^aura qu'un seul pöle x = t-ff', auquel correspondra un dévelop- 
pement de la forme 



f+c,s + c,s' + 



• • • • 



L'équation coiKUtiennelle de cette fonction sera ainai 

c,-i = o, 
d'ou 

Co = o» 

parce que nous ne nous occupons point des solutions doublement pé- 
riodiques de premiére espéce, dont Tétude compléte est donnée par M. 
HsRinxB au § 52. La fonction en question, n*ayant ainsi aucun p61e, 
aera de la forme Ce^ et par conséquent, comme étånt egal ä zéro pour 
X = iK'j identiquenient nul. 
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Posons, dans le cäs de w = 2v, le terme constant du développe- 
ment de F{x)j 

— -ffjv- 1 — ^1 -0,^8 — h^H^^__t^ — ... — Ä»,_iÄi 4- f^ 
egal ä Ä^ et le coefficient de e' 

— v{2v + i)Ä,v^i — (v — i)(2v — i)AiÄfv-i — (y — 2)(2v — z)h^H^^^ — . . . 

f.— 2.5*V 2^5— I.3*V-1-H8 +-A' 

4égal ä A^^i, ét dans le cas de n = 2v — i le terme constant ainisi que 
le coefficient de e', c'e8t-a-dire les expressions 

^•iv-j + h^fv-^i + h^iy-e + • • • + K^iHq + ^j 

v(2y — i)H,, + (v — i)(2v — 3) Ai^2;-2 + (»^ — 2)(2y — sVh^^.-, + • • •• 

. . . + K-\H^ "^ 2^' 
égaux a zéro. Par cela nouB obtenons d'abord po ur w = 2 v 

et pour n = 2v — i 

et ensuite^ en ayant égard aux expressions des ^J la relation 
* (A) A"+' + (n + 2)K + (♦» — i)ÄjA" 



+ («— 2i— l)V.]^"~" = 0, 



OM N=v dans le premier cas et N^v — i dans Je second. Gette 
relation doit -étre satisfaite par une racine >l de Téquation -conditionnelle, 
si l'équation de Lame est intégrée par une fonction du. genre considéré. 
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A chaque racine commune Å de ces équations correspond une autre 
— A, et comme chaque valeur de Å nous donne une intégrale parti- 
culiére, il n^existe qu'une seule quantité A^ qui en méme temps satisfait 
aux deux équations, et a celle correspondent les deux fonctions F{x) 
et F{ — x)j qui entrent dans Tintégrale générale de Téquation de Lame 

C^F{x) + C,F{- t). 

Pour que cette équation différentielle ait une intégrale doublement 
périodique du genre considéré, il est donc nécessaire et suffisant que les 
équations (A) et 



ticy—l 



^ 1 \n — 2i) * ^ 

soient satisfaites par une méme valeur de A'. 

En faisant les coefficients de e dans les développements des fonc- 
tions F{x) et y égaux nous obtenons une équation 



i^v—l ,„ oi 1 / > = » 



qui est satisfaite par chaque racine A^ de Téquation conditionnelle. Par 
cette relation (B) nous pouvons simplifier Téquation (A) sans qu'elle cesse 
de jouer le röle en question. Désignons par a et 6 les membres gauches 
des équations (A) et (B); la formule 



n + 1 

donnera en eflfet Véquation 

I »o 1 

ou les coefficients des jr — ___ — -, ne dépendant que par les quantités 

h de la valeur n, se laissent calculer plus facilement que ceux de Téqua- 
tion (A). 

Aeta malhimatica. 10. Tmprimé le 9 Kovembre 18R7. 44 
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Applications. Parce qu'il n^existe aucune fonction doublement pé- 
riodique de seconde espéce de M. Mittag-Leffler, dont le pöle iinique 
soit d^ordre inférieur au troisiéme, Téquation de Lame ne pent étre du 
genre special étudié ci-dessus que pour w >^ 3. 

1. Considérons en premier lieu le cas de n = 3. On a 

jf = fe + 4(1 + ^') 

^ 10 

L*équation conditionnelle de A est 

;i* + 2A, ^- o 

et celle que nous avons désignée par (A') 



/•(6) • ••' /U) 

Si 

le membre gauche de la dcrniére équation est divisible par A^ + 2Äj. 
Les seules équations de Lame du genre considéré au cas de w ^= 3 sont 
ainsi 

y"_[I2/?^sn^'r — 4(1 + Ä-') + s^T^rk^'TT*]y = o 

et 

?/"— [i2Ä:'8n'ir — 4(1 + A-') — 5 y/T^^Pl^T*]// = o, 

ou y I — jt' +T* désigne la racine positive. 

Pour la premiére, la fonction F{x)j qui entré dans Tintégrale gé- 

nérale 

C^F{oc) + C\F{- x), ■ 

est 
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OU 

A = ^i _ A:* + k' 

et pour la seconde équation 

OU 

6'= — ^v'i - f^'" + Ä* + g v^i - ^' + Ä*[2(i + A^) + ^/T-P+T']. 

Dans ces formules le radical y i — k^ +1? a la valeur nommée et 
yl — k*~+~k* désigne la racine quatriéme reelle et positive. 
IL Dans le cas de n =^ 4 on a 



^ 14 21 ^ ' ^ 



hn = — Ä? Si 

' 10 * * 



^ 90 ^ 9 

Lcs deux équations caractéristiques sont 



/' 



7yT.+ Ä,A = o 



/Tt] ^ ''^ ni] "^ ^^'^ "" '^^^ 7\3") "^ ''^ "" '''^' ~ ^^' ^ ^' 

elles ont une racine A* commune si 

4 4 
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Nous obtenons trois valeurs distinctes pour h et ainBi trois équa- 

tions de Lame du genre considéré, dont les intégrales auront la forme , 

oii 



C=-pl+2h,S,-p,. 
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1, 1882/1883 [(8) + 399p. +pl. + portr.]. 

2, 1883 [(4) + 429 p. + 4 pl.]. 

3, 1883/1884 [(4) + 380 + (1) p.]. 

4, 1884 [(3) + 416 p.]. 

5, 1884/1886 [(4) + 408 p. + 2 pl.]. 



6, 1886 [(3) + 416 p.]. 

7, 1886/1886 [(6)+ VI + 392p.+portp.]. 

8, 1886 [(4) + 392 p.]. 

9, 1886/1887 [(4) + 400 p.]. 

10, 1887 [(4) + 397 p.]. 



Aux. tomes 4 — 7 ont été jointeS, comme Appendice, les années 
1884 et 1885 de la Bibliotheca Mathematica* rédigée par G. Ene- 
STRÖM [1884: (2) p. + 124 col.; 1885: (3) p. + 200 col.]. 

[Notices sur le journal:] Roma, Accad. d. Lincei, Traosunti 73, 1883, 104. (F. Ca- 
SORATI.) — Torino, Accad. d. se, Atti 18, 1883,243—244. (E. d'0\tdio.) — Milano, 
Istituto Lombardo, Rendicouti 16,, 1883, 3 — 4. (F. Brios('Hi). — Fewczia, Istituto Ve- 
neto, Atti 1^, 1883, 435 — 436. (E. Beltrami.) — Paris, Acad. d. se, Comptes reodus 
96, 1882, 1339. (Ch. Hermite.) — Bullet. d. se. mathém. 7,, J883, 130. (J. T[an- 
nery].) — Leipzig, Astronom. Gescllsch., Viertcljahrsschr. 18, 1883, 60. (H. Bruns.) 

— Bef-Hn^ Akad. d. Wissensch., Sitzungsber. 1883, 033' — 934. (K. Weierstrass.) — 
Göttingen, (j^esellsch, d. Wissensch., Nachrichten 1884, 508—509. (E. Schering.) — 
Kjöhenhavn, Vidcnsk. Sclsk., Oversigt 1882, (55>— (56). (H. G. Zeuthen.) — Tideskrift 
for Mathematik 6,, 1882, 187—192. (H. G. Zeuthen) — CÄr /satarna, Vidensk. Selsk., 
Oversigt 1883, 4—9. (C. A. Bjerknes.) — Finsk Tidsskrift (Helsingfors) 14, 1883, 
382—385. (Hj. Mellin.) — Ny svensk Tidskrift (Lund) 1883, 80—83. (K. W[ick8e]ll.) 

— Nordisk Revy (Upsala), Profnummer 1883, 13 — 14. (A. Söderblom.) — Nordisk 
Tidskrift (Stockholm) J882, 613 — 618. (G. Eneström.) — [Analyse des tomes 1—3:] 
Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Rovue 136—171 (J. T[annery]); 11,, 1887; Revue 
137 — 149 (G. K.). — [Tables des matiöres des tomes 1 — 7, 9:] Archiv. der Mathem. 
69, 1883, Litter. Ber. 30; 70, 1884, Littcr. Ber. 11, 46; 1,, 1884, Litter. Ber. 25 
—26; 2„ 1885, Litter. Ber. 13 — 14, 38—39; 3,, 1885, Litter. Ber. 24; 4,, 1886, 
Litter. Ber. 36; 6,, 1887, Litter. Ber. 34. (H.) 



* L année 1886 de cettc revue bibliographique a paru séparément, mais h, priz de 
souscription rédiiit pour Ics abonnés aux Acta Mathematica. 
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Le cahier 1:1 a paru en décembre 1882, le cahier 10:4 le 30 no- 
vembre 1887. Les dix tomes publiés ont contenu en tout 162 inémoires 
ou notes dont 95 (embrassant 2382 pages) sont rediges en fran9ais, 66 (em- 
brassant 1561 pages) en allemand et 1 (embrassant 36 pages) en anglais. 

La répartition des auteurs d^aprés leur nationalité donne pour re- 
sultat la table snivante: 



nombre nombre nombre ^ . 



d^auteurs de mémoires de pages 

suédois 11 19 510 12,8 

norvégiens 2 2 56 1,4 

danois 4 5 137 3,4 

finlandais ". 3 8 133 3,3 

fran9ais 16 42i 1594 40,1 

allemands 28 64i 1220 30,7. 

Italiens 4 6 92 2,3 

suisses 2 2 88 2,2 

russes 3- 4 45 1,1 

néerlandais 1 5 38 1,0 

américain 1 1 36 0,9 

beige 1 2 28 0,7 

autrichien 1 1 2 0,1 

Total 77 162 3979 100,0 
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APPELL, PAUL EMILE. 

Né h Strasbourg (départemeut du Bas-Khiu) eu France le 27 septembre 1855, répétiteur k 
Técole des hautes étiides 1876 — 1877, maitre de couférences a la faculté des sciences de Paris 
1877—1879, chargé de cours a la faculté des sciences de Dijon 1879 — 1881, mattre de confé- 
rences k Técole normale de Paris 1881 — 1885, professeur de mécaniqne rationnoUc. å la fa- 
culté des sciences de Paris depuis 1885. 

Sur les fonctions uniformes d'un point analytique {x , y). 

1, 109-131, 132-U4. 

Deux mémoires. — Plusieurs des resultats conteDus dans ces mémoires ont éié ex- 
posés dans los notes Sur les fonctions uniformes d' un point analytique ; Sur les fonc- 
tions doublement périodiques a points singuUers essentiels; Théorémes sur les fonctions 
d'un point analytique insérées aux Comptcs rendus des séanecs de Taca- 
déniie des sciences [de Paris] 94, 1882, 700—703, 936—938; 96, 1882, 
624 — 626. — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1883), 333. 
(H[amburge]r.) — Bullet. d. se. naathém. 8,, 1884; Revue 138 — 142. (J. T[an- 
neby].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 880 — 881. 

Développements en serie dans une aire limitée par des arcs de cercle. 

1, 145-152. 

CoDoparez la notc: Développements en serie d*une fonction holomorphe dans une 
aire limitée par des arcs de cercles (Oomptes r«ndus des séances de Taca- 
démie des sciences [de Paris] 94, 1882, 1238—1240). — [Analyser] Jahrb. 
Ub. d. Fortschr. d. Mathon». 15 (1883), 323—324. (D[yc]k.) — Bullet. d. se. 
mathéin. 8^, 1884; llevue 142 — 143. (J. T[annery].) — Revue des travaux 
scientifiques 4 (1883), 881. — L^auteur a étendu les resultats contenus dans ce 
inémoire dans deux artides: Sur certains développements en series de puissances 
(Bullet. de la soc. mathéoQ. de France 11, 1883, 65 — 69) et Développe- 
ments en serie d*une fonction holomorphe dans une aire limitée par des arcs de 
cercles (Mathem. Ann. 21, 1883, 118—125). 

Sxir une classe de fonctions de deux variables indépendantes. 3, 71—80. 

[Analyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 357—358. (D[yc]k.) 
— Bullet. d. 8C. mathém. 8,, 1884; Rbvuc 155 — 156. (J. T[annery].) — 
Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 883. 

Aeta mathematica. 10. Imprinié le 15 Octobre 1887. 45 
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APPELL, PAUL EMILE. 

Sur les fonctions de trois variables reelles satisfaisant ä Téquation 
diflférentielle AJP = o. 4, 813-874. 

Comparez la note Sur les fonctiovs satisfaisant h I éqiuition AjP=o(Comptes 
rendus des séances de racadémic des sciences [de Paris] 96, 1883, 
368—371). — [Aoalyse:] Jahrb. ttb. d. Fortschr. d. Matbem. 16 (1884), 373— 
374. (M[Oller].) 

Sur quelques applications de la fonction Z(ar , 2/ , ^) ä la Physlque ma- 
thématique. 8, 265-294. 

Comparez les notes Sur la distribution du potentiel dans des masses liquides 
limitées par des faces planes (Comptes rendus des séances de racadémie 
des sciences [de Paris] 98, 1884, 214 — 216) et Sur la distribution du po- 
tentiel dans une mosse liquide ayant la forme d*un prisme rectangulaire indéfini 
(L. c. 98, 1884, 358 — 360; en commun avec M. Chervet). — L'auteur a pour- 
suivi ces études dans un mémoire: Développements en series trigonométriques de 
certaines fonctions périodiques vérifiant Véquation AF = (Journ. de mathém. 
3^, 1887, 5—52). 

BELTRAMI, eugenio. 

Né k Cromona en Italie le 16 novembre 1835, professeur extraordinaire & raniversité de 
Bologna en 1862, ensuite professeur ordinaire k Pisa en 1868, k Bologna en 1866 et u Roroa 
en 1873, professeor de physiqae mathématique å Tuniversité de Pavia depuis 1876. 

Sur les couches de niveau électromagnétiques. 3, 141—152. 

Exposition tres simplifiée de plusieurs théorémes que l'auteur avait fait parattre 
dans des travauz antérieurs. — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 
16 (1884), 1005—1006. (L[or]b[er]g.) — Beiblätter zu den Annalen der Physik 
8, 1884, 398 — 399. — Bullet. d. se. mathém. 11„ 1887; Bevue 142 — 143. (G.K.) 

BENDIXSON, IVAR. 

Né k Stockholm le 1 aoftt 1861, licencié 69 sciences en 1881, chargo de conférencea h. Tnni- 
versité de Stockholm 1884—1885. 

Quelques théorémes de la tfaéorie des ensembles de points. 2, 415—429. 

Ce memoire se rattache ä Touvrage de M. G. Cantor: Grundlagen einer all- 
gemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Leipzig 1883, 8°). — Comparez la note: Några 
studier öfver oändliga punktmängder (öfversigt af [svenska] vetenskapsaka- 
demiens förhandlingar 40, 1883, n** 5:31—85). — [Analyse:] Jahrb. ttb. 
d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1883), 455. (Sch [le] G [el].) 

Sur une extension ä rinflni de la formule dlnterpolation de Gauss. 

9, 1-34. 

Qaelques-uns des r<^sultats contcnus dans cc mémoire ont éié iodiqués dans 
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BENDIXSON, IVAR. 

deuz notcs Sur la formule d'interpolation de Lagrange (Comptes reodus des 
séances de raoadémie des sciences [de Paris] 101, 1885, 1050 — 1053, 
1129 — 1131. — CorrectioDs k ]a suite de la tahle des matiéres du tome 9. 



BERGrER, ALEXANDER FREDRIK. 



Né k Nysuud (Vermlaud) en Suédc le 30 juin 1844, maitre de conféreiices k ruuiversité 
d'Upsala depuis 1875. 

Déduction de quelques formules analytiques d'uii théoréme élémen- 
taire de la théorie des nombres. 9, 301—820. 

m 

BERTRAND, joseph louis franqois. 

Né h Paris le 11 mars 1822, ingénicur des mines en 1842, professeur titulaire de physique 
générale et mathématique au College de France en 1862, sécrötaire perpétuel de lacadémie des 
sciences de Paris depuis 1874. 

Sur les unités électriques. S, 387—392. 

Comparez la no te de Tauteur Sur les uniiés électriques (Bulletin d. se. 
mathém. 7„ 1883, 72—85). 



BJERKNES^ CARL antok 



Né k Ghristiania le 24 octobre 1825, sous-chef des mines k Kongsberg, plus tärd professeur 
au lycée de la méme ville 1848 — 1854, professeur de mathématiques k Tuniversité de Ghristi- 
ania depuis 1863. 

Becherches hydrodynamiques. Premier mémoire. Les équations hydro- 
dynamiques et les relations supplémentaires. 4, 121^170. 

Ce mémoire commcnce Texposition systématique des recbcrcbcs auzquelle.s se 
rapportent un tres grand nombre de mömoires et de notes publiées précédemment 
par Tauteur dans différents recueils. — [Analyse:] Jabrb. Ub. d. Fortschr. d. Ma- 
them. 16 (1884), 823—827. (W[angerin].) 

BOHLIN, KARL PETRUS THEODOR. 

Né k Stockholm le 30 octobre 1860, assistant a Tobservutoire de Stockholm depuis 1884, 
maitre de conférences d'astronomie k Tuniversité d'Upsala en 1886. 

t^ber die Bedeutung des Princips der lebendigen Kraft fur die Frage 
von der Stabilität dynamischer Systeme. 10, 109—130. 

Ces recherches ont été publiées aussi, sous une forme un peu différente, dans 
le mémoire Om betydelsen aj le/vande kraftens privcij) för frågan om dynamiska 
systems stabilitet inséré dans le Bihang till svenska vetenskapsakademiens 
handlingar 13 afd. I, n° 1, 1887. 
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BOIIRGUET, JEAN PIERRE LOUIS. • 

Né k Virnc (Tam) en Fmnce le 1 novembre 1833, professeur de matbömatiqnes k Paris. 

Note sur les intégrales eulériennes. 1, 295—296. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortscbr. d. Matbem. 15 (1883), 233 — 234. (H[oppe].) 

— Bullet. d. se. matbém. 8,, 1884; Rcvae 148. (J. T[annery].) — Revue des 
travaux scicntifiques 4 (1883), 881. 

Sur quelques intégrales déflnies. 1 , 363—367. 

[Aoalyse:] Jabrb. Ub. d. Fortscbr. d. Matbem. 15 (1883), 233—234. (H[oppe].) 

Sur les intégrales eulériennes et quelques autres fonctions uniformes. 

2, 261-295. 

Extrait, en partie remanié, du mémoire: Développement en 'feries des intégrales 

Eulériennes (Annalcs de Téc. normale [de Paris] 10^, 1881, 175-7232. 

— [Analyse:] Jabrb. tib. d. Fortscbr. d. Matbem. 15 (1883), 230—232. (H[oppe].) 

— Bullet. d. se. matbém. 8,, 1884; Revue 160 — IGl. (J. T[annery].) — Revue 
des travaux scicntifiques 4 (1883), 885. 

Sur la fonction eulérienne. 2, 296-298. 

Réimpression d'une note insérée dans les Comptes rendus des séances 
de Tacadémie des sciences [de Paris] 96, 1883, 1307 — 1310. — [Ana- 
lyse:] Jabrb. Ub. d. Fortscbr. d. Matbem. 15 (1883), 232. (n[opPE].) — Revue 
des travaux scicntifiques 4(1883), 885. 

CANTOR, GEORG FERDINAND LOUIS PHILIPPE. 

Né a S:t Pétersbourg le 3 mars 1845, maitre de conférences h. ruuiveraité de Halle en 
1869, professeur extraordinaire h la méme université en 1872, professeur ordinaire depuis 1879. 

Sur une propriété du systéme de tous les nombres algébriques réels. 

2, 305-310. 
Traduction du mémoire: Vber eine Eigenschaft des Inhegriffs aller reellen al- 
gebraischen Zahlen (Journ. fUr Matbem. 77, 1874, 258—263.) 

Une contribution ä la théorie des ensembles. 2, 311—328. 

Traduction du mémoire: Ein Beiirag zur Mannigfaltigkeitslehre (Journ. fttr 
Matbem. 84, 1877, 242—259). 

Sur les series trigonométriques. 2^ 329—335. 

Traduction du mémoire: Vber trigonometrische Reihen (Matbem. Ann. 4, 
1871, 139-143). 

Extension d'un théoréme de la théorie des series trigonométriques. 

2, 336-348. 

Traduction du mémoire: Vber die Äusdehnung eines Saizes aus der Théorie 
der Jrigonomeirischen Reihen (Matbem. Ann. 5, 1872, 123 — 132). 
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CANTOR, GEORG FERDINAND LOUIS PHILIPPE. 

Sur les ensembles inflnis et linéaires de points. I— IV. 2, 349—380. 

Traduction de quatrc méiuoires: Vber unendliche Hneare Punhmannig/altig' 
keiien (Matbem. Ann. 16, 1879, 1—8; 17, 1880, 356—358; 20, 1882, 
113 — 122; 21, 1883, 51—59). 

Fondements d'une théorie générale des ensembles. 3, 381—408. 

Extrait, en partie remanié, dun mémoire: Vber unendliche lineare Punkfman- 
mgfaWgkeiten (Matbem. Ann. 21, 1883, 545 — 591). — [Analyse:] Jahrb. Ub. 
d. Fortscbr. d. Matbem. 15 (1883), 453 — 455. (Sch [le] G [el].) — Unc analyse 
dc9 resultats contcnus dans ce mémoire et dans les précédents a été donnde par 
M. J. T[annery] dans le BuUct. d. so. mathém. 8^, 1884; Revue 162—171. 

Sur divers théorémes de la théorie des ensembles de points situés 
dans un espace continu ä N dimensions. Fremiöre communioation. 

2, 409-414. 
[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortscbr. d. Matbem. 16 (1883), 453 -455. (Sc'h[le]- 
o[el].) 

De la puissance des ensembles parfaits de points. 4, 381—392. 

Plusieurs des resultats exposés dans ce mémoire se trouyent aussi dans la noto 
iJber unendliche lineare Punktmannigfaliigkeiten, n° 6 (Matbem. Ann. 23, 1884, 
453 — 488.) — [Analyse:] Jabrb. tib. d. Fortscbr. d. Matbem. 16 (1884), 460. 
(St[olz].) 

Uber verschiedene Theoreme aus der Théorie der Punctmengen in 
einem /t-fach ausgedehnten stetigen Baume Gn' Zweite Mit- 

theUung. 7, 105-124. 

Aux mcmoires précédents de JVI. Cantor se rattachent des rccbercbes de 
MM. Bendixson, Mittao-Leffler, Phragmén et Scheeffer publiécs dans les 
Acta Matbematica. Des analyses détaillées ont été donnécs par M. Kerry 
dans Tarticle: Vber G. Caniors Mannigfaliigkeiisuniersuchungen (Vierteljabrs- 
scbr. f. wissenscb. Philosophie 9, 1885, 191 — 232) et M. GuTBERLEf dans 
la premiére partie du mémoire: Das Problem des Unendlichen (Zeitscbr, f. 
Pbilosopbie und philos. Kritik 88, 1886, 179—195). 

CASORATI, FELiCE. 

Né ft Pavia en Italie le 17 déceinbre 1835, professeur ä l'univer8itc de Pavia depuis 1857. 

Les fonctions d'une seule variable ä un nombre quelconque de pé- 
riodes. 8, 845-359. 

Réimpression, corrigée par Tauteur, dune brocbure imprimée ä Milano en 1885. 
— Les premiéres recbercbes sur ce sujet se trouvent dans les notcs Sur les fonctions 
ä périodes multiples (Comptes rendus des séapces de Tacadémie des sci- 
ences [de Paris] 67, 1863, 1018—1020; 68, 1864, 127— 131, .204—207.) 
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CASORATI, FELicE. 

Les lieux fondamentaux des fonctions inverses des intégrales Abé- 
liennes et . en particulier des fonctions inverses des intégrales 
elliptiques. 8, 360—386. 

CoDtinuatioD du mémoire précédeot. 

CRONE, HANS CHRISTIAN RASMUS. 

Né k Helflingör en Danemarc le 11 juillet 1851, professeur a récolc de mariue & Kjöben- 
havn depuifl 1878. 

Sur une espéce de courbes sjnnétriques de la sixiéme classe. 2, 81—96. 

Continuation et exteosion dun mémoire Om Fladerne af 4** Ortle^ med Til- 
bagegangskeglesnit og deres Konturer (Kjöbenhavn 1881). — [Analyse;] Jabrb. 
tib. d. Fortscbr. d. Matbem. 16 (1883), 617—618. (M[ayn]z.) — Bullet. d. 
80. matbém. 8,, 1884; Revue 156. (J. T[annery].) 

DARBOUX, JEAN GASTON. 

Né k Nimes en Frauce le 13 aout 1842, maitre de conféreuces a 1 ecole normale de Paris 
1872 — 1881, professeur suppleant (mécanique ratiouuelle et géométrie) k la faculté des seiences 
de Paris 1873—1881, professeur titulaire de géométrie supérieure depuis 1881. 

Sxir réquation aux dérivées partielles du troisiéme ordre des systémes 
orthogonaux. 4/ 98-96. 

[Analyse:] Jabrb. tib. d. Fortschr. d. Matbem. 16 (1884), 320—321. (H[am- 

BURGEJR.) 

DOBRINER, HERMANN. 

Né å Schmalleuingken (Regierungs-Bezirk Gumbinuen) en Allemagne le 5 novembre 1857, 
professeur a la »Reijschule der israelitischen Gemeinde» a Frankfurt a/M. depuis 1883. 

Die Flächen constanter Kriimmung mit einem System sphärischer 
Krtimmungslinien dargestellt mit Hilfe von Thetaftmctionen zweier 
Variabeln. 9, 73-104. 

Ce mémoire a été présenté en 1886 å runiversité de Marburg pour obtcnir 
le grade de doctorat. 

Die Minimalflächen mit einem System sphärischer E[rummungslinien. 

10, 145-152. 

Cette étudc se rattaebo au mémoire précédent. 

DuBOLS-REYMOND, paul. 

Né ä Berlin le 2 décembrc 1831, maitre de conféreuces ä Tuniversité de Heidelberg, puis 
professeur extraordinaire k la méme uuiversité 1865 — 1869, ensuite professeur ordinaire å Frei- 
burg i. Br. en 1870, a Tiibiugen eu 1874, professeur ä Técole polytechnique de Berlin de- 
puis 1884. 
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DuBOIS-REYMOND, paul. 

tfber den Begriff der Länge einer Curve. Bemerknng bu dem Anfsatz 

des Herm Ludwig Soheeffer liber Eeotifloation der Ourven. 6, 167—168. 

Le mémoire de Scheeffer dont il sagit, est inséré au tome 4, p. 49 — 82. 

ELLIOT, VICTOR ZÉPHIRIN. 

Né å Guise (Aiane) en France le 27 mars 1847, professeur k la faculté des sciences de 
Be8an9on dopuis .1879. 

Sur une équation linéaire du second ordre ä coefflcients doublement 
périodiques. 2, 233-260. 

Jabrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1883), 281—282. (H[amburge]r.) 
— Bullet. d. 80. mathém. 8„ 1884; Revue 159 — 160. (J. T[annery].) — 
Kevue des travauz seieDtifiques 4 (1883), 884. 

FALK, MATTHS. 

Né a EskilstaDa en Suöde le 19 septerabre 1841, mattre de conférences & runiveraité 
d'Up8ala en 1869, professeur au lycée de Skara en 1876 et au lycée d'Upsala depuis 1877. 

Beweis eines Satzes aus der Theorie der elliptischen Functionen. 

7, lOT-200. 

FIEDLER^ OTTO wilhelm. 

Né k Ghemnitz (Sachsen) en Allemagne le 3 avril 1832, professeur å Técole polytechntque 
de Prag en 1864, h Técole poljtechnique de Ziiricb depuis 1867. 

Uber die Durchdringung gleichseitiger Botationshyperboloide von pa- 
rallelen Axen. 5, 331-408. 

Avec 2 planches. — QucIqucs-UDS des resultats exposés dans ce mémoire ont 
été publiés par Tauteur dans Touvrage Cyclographie (Leipzig J882, 8°) p. 237 et 
suiy., et dans une note: Zu zwei Steifier schen Abhandlungen iosérée dans la Yier- 
teljahrsschr. der naturf. Gesellsch. in Zttrich 28, 1883, 409—418. — 
[Aoalysc:] Jabrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 521. (H[auc]k.) — 
Quelques détails du mémoire ont été développés dans les Geometrische Miitheilungen 
VII, VIII (Vierteljahrsschr. der naturf. Gesellsch. in Ztirich 29, 1884, 
343—358. 



FUCHS^ LAZARUS. 



Né a Moschin (Posen) en AUemagne le 5 mai 1833, maitre de conférences k Tuniversité 
do Berlin en 1865, professeur extraordinaire k la mome université en 1866, professeur ordinaire 
i\ Tuniversité de Greifswald en 1869, k Tuniversité de Göttitageu en 1874, k Tuniversité de 
Heidelberg en 1875, professeur k Tuniversité de Berlin depnis 1884. 

trber lineare homogene Differentialgleichungen, zwischen deren Inte- 
gralen homogene Relationen höheren als ersten Q-rades bestehen. 

1, 821-362. 
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FUCHS, LAZARUS. 

Les resultats contenus dans ce mémoire oot été exposés dans uae note avec lo 
méme titre inséréo dans les Sitzungsberichte der prcussisoheo Akademie 
der Wissenschaften 1882, 703—710. — [Analyser] Jahrb. ttb. d. Fortschr. 
d. Mathem. 14 (1882), 242 — 243. (H[amburge]r.) — Bullet. d. se. mathém. 
8„ 1884; Revue 150—151. (J. T[annery].) 

Sur un développement en fraction continue. 

Voir Hermite. 

GOURSAT, EDOUARD. 

Né k Lanzac (departement du Lot) en France le 21 mai 1858. chargé de conférences It la 
Sorbonne en 1879, chargé de cours h la faculté des seiences de Toulouse en 1881, maitre de 
conférences k Técole normale de Paris depnis 1885. 

Sur un théoréme de M. Hermite. 1, 189—192. 

Le théoréme en qucstion so rapporte aux intégrales définiea affectées de cou- 
puros; voir le mémoire de M. Hermite: Sur quelques poihis de la théorie des 
fonctions (Journ. fttr Mathem. 91, 1881, 54 — 78.) — Cf. la note Sur quel- 
ques intégrales doubles (Comptes rendus des séances de Tacadémie dos 
seiences [de Paris] 96, 1883, 1304 — 1307). — [Analysc:] Jahrb. Ub. d. 
Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 220. (H[oppe].) 

Sur une classe de fonctions représentées par des intégrales déflnies. 

2, 1-70. 

Avec 4 planches. — [Analyser] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 
243 — 24G. (H[amburge]r.) — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 152 — 
155. (J. T[annery].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 882—883. 

Demonstration du théoréme de Oauchy. 4, 197—200. 

Cette note a aussi été pnbliée dans le Bihang till svenska vetenskapsaka- 
demiens handlingar 9, 1885, n*^ 5. — [Ajialyser] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. 
Mathem. 16 (1884), 236. (St[olz].) 

Sur une classe d'intégrales doubles. 5, 97—120. 

Ce mémoire se rapporte k une question soulevée par M. Hermite dans le mé- 
moire Sur quelques poinis de la théorie des fonctions (Journ« fttr Mathem. 
91, 1881, 77). — Les resultats ont été resumés dans la note Sur quelques 
intégrales doubles (Comptes rendus des séances de Tacadémie des seiences 
[de Paris] 96, 1883, 1304—1307). 



GTLDÉN^ JOHAN AUGUST HUGO. 



Né & Helsingfors en Finlande le 29 mai 1841, maitre de conférencea d^astronomie k Tuni- 
vcrsité de Helsingfors en 1862, astronomc adjoint k Tobscrvatoire de Poulkowa en 1863, astro- 
nome titulaire au meme obsorvatoire en 1865, directeur de Tobservatoire de Stockholm depuls 1871. 
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GYLDEN, JOHAN AUGUST HUGO. 

Eine Annftherungsmethode im Probleme der drei Körper. 1, 77—92. 

[Analyse:] Jabrb. tib. d. Fortschr. d. Matbem. 14 (1882), 925 — 926. (B[runs].) 

— Bullet. d. 8c. matbém. 8,, 1884; Revue 136 — 138. (J. T[annery].) — Bci- 
blätter zu den Anoalen der Pbysik 8, 1884, 160. (W. H.) 

Die intermediäre Bahn des Mondes. 7, 125—172. 

Untersuchungen uber die Oonvergenz der Beihen welche zur Darstel- 
lung der Ooordinaten der Planeten angewendet werden. 

9, 185-294. 

HÄCKS, JACOB. 

Né a SUchteln (Rheinprovinz) en Allemagne le 6 juin 1863, docteur ^s seiences en 1887. 

Einige Sätze uber Siimmen von Divisoren. 9, 177—181. 

CTber Summen von grössten Ganzen. 10, 1-52. 

CorrectioD k la suite de la table des inatiéres du touie 10. — Ce mémoire 
a été présenté en 1887 å ]a faculté des sciences de Bonn pour obtenir le grade 
de doctorat. 

HALPHEN, GEORGES HENRI. 

Né k Houen en France le 30 octobre 1844, mcmbi-e de Tlnstitut de Franco, chef d'e8qiia- 
dron d'artillerie. 

Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatriéme 
ordre. 3, 825-380. 

Uoe partie de ces recherebes ost cxposée déjä dans le mémoiro Sur la réduction 
des équations linéaires aux formes intégrahles (Mémoires présentés par di- 
vers savants k racadémie des seiences de 1 Institut de France 28 
n° 1, 1883). — [Analyse:] Jabrb. Ub. d. Fortscbr. d. Matbem. 16 (1884), 266 

— 269. (H[amburqe]r.) — Bullet. d. »c. matbém. 11„ 1887; Revue 146 — 149. 
(G. K.) 

HERMITE, CHARLES. 

Né k Dieuze (Lorraiue) en France le 24 décembre 1822, membre de riustitat de France 
en 1856, professeur k Técole polyteohniquo de Paris en 1867, professeur k la faculté des 
seiences de Paris depuis 1869. 

Sur une relation donnée par M. Cayley, dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques. 1, 368—870. 

Gette relation a <$té donnée par M. Cayley dans la note: A theorem in el- 
liptic functions (Proceedings of tbe London matbem. society 10, 1879, 
43 — 48); comparez Tanalyse de cette note dans le Bullet. d. se. matbém. 
6,, 1882; Revue 215. — [Analyse:] Jabrb. Ub. d. Fortscbr. d. Mathem. 16 

Arta mathfmatica. 10. Imprimé le 22 Ootobrc 1887. 4() 
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HERMITE, CHARLES. 

(1883), 386—387. (M[öller].) — Ballet. d. se. mathém. 8„ 1884; Revue 151. 
(J. T[annery].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 882. 

Sur quelques points dans la théorie des nombres. 2, 299—304. 

En commun avec M. R. Lipsohitz (note de M. Hermite: p. 299 — 300, note 
de M. LiPSCHiTZ: p. 301 — 304.) — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortscbr. d. Ma- 
them. 15, 1883, 136. (S[imo]n.) — Bullet. d. se. mathém, 8„ 1884; Revue 
161. (J. T[annery].) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 885. 

Sur un développement en fraction continue. 4, 89—92. 

En commun avec M. L Fuohs (note de M. Hermite: p. 89 — 90, note de 
M. FucHS: p. 91 — 92). — [Analyse:] Jahrb. ttb. d. Fortechr. d. Mathem. 16 

(1884), 169 — 170. (G[Cnthe]r.) 

Sur Tusage des produits inflnis dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 4, 193-196. 

En commun avec M. R. Lipsohitz (note de M. Hermite: p. 193, note de 
M. LiPSCHiTZ: p. 194 — 196). — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortscbr. d. Mathem. 
16 (1884), 407. (M[ÖLLER].) 

Sur quelques conséquences arithmétiques des formules de la théorie 
des fonctions elliptiques. 5, 297—330. 

Correction k la suitc de la table des matiéres du tome 8. — Réimpression, 
revue par Tauteur, dun mémoire publié dans le Bulletin de Tacadémie des 
Sciences de S:t Pétersbourg 29, 1884, 325 — 352. — [Analyse:] Jahrb. ttb. 
d. Fortscbr. d. Mathem. 16 (1884), 423—424. {M[öller].) 

HILL, GEORGE WILLIAM. 

Né & NewYork, U. S. A. le 8 mars 1838, assistant an bureau de r»American Ephcmeris* 
h Washiugton depuis 1861. 

On the part of the motion of the lunar perigee which is a ftinction 
of the mean motions of the sun and moon. 8, 1—36. 

Correction k la suite de la table des matiéres du tome 8. — Rdimpression, revue 
par Tauteur, d'un mémoire publié k Cambridge, Mass. en 1877. — Comparez le 
discours de M. Glaisher: Address on preseniing the gold medal of the [royal 
astronomical] socieiy to Mr G. W. Hill (Monthly notices of the royal astro- 
nomical society of London 47, 1887, 203—220). 

HOLST^ ELLING BOLT. 

N6 h Drammen en Norvöge le 19 jiiillet 1849, maitre de conf(6rences (stipendiat) k runi- 
veraité de Christianin depuis 1876. 
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HOLST, ELLING BOLT. 

Beweis des Satzes dass eine jede algebraische G-leichung eine Wurzel 
hat. 8, 155-160. 

Traduction de la note: Bevis for at enhver algébraisk TAgning har Rod, in- 
söröe dans los Forhandlinger i Videnskabs-Selbskabet i Christiania Aar 
188^ (N° 1, 8 pages). — Comparez la note de M. LoRiA dans le tome 9, p. 
71—72. 



HUMBERT, GEORGES. 



Né å Paiis le 7 jauvier 1859, inguuiour des miues en 1879, répétiteur u Técole polytech- 
nique de Paris depuis 1884. 

Sur les intégrales algébriques de différentielles algébriques. 

10, 281-2^. 



KOBB^ GUSTAF. 



Né k Göteborg en Suéde le 25 juillet 1863, liceucio es seiences en 1885, thargé de con- 
. férences i\ runiversité de Stockholm 1887. 

Sur le mouvement d'un point materiel sur une surface de revolution. 

10, 89-108. 

Ce mémoire est en partie une tradaotion de la note Om integrationen af dif- 
ferentialeqvaiionerna för en materiel punkts rörelse på en rotationsyta (öf vers ig t 
af [svenska] vetenskapsakademiens förhandlingar 44, 1887, 159 — 163). 
Comparez aussi la note: Om integrationen af differentialeqvaiionerna för en tung 
partikels rörelse på en rotationsyta med vertikal axel (L. c. 43, 1886, 367 — 373). 



KOENIGS, GABRIEL. 



Né å Toulouse (Haute-Garonne) en France le 17 janvier 1858, sous-bibliothécaire a 1 école 
normale de Paris en 1882, professeur de mécaiiique a la faculté des scieuces de Besan90Q en 
1883, professear d'analyse a la faculté des seiences de Toulouse en 1885, roaitre de conférences 
h Técole normale de Paris depuis 1886. 

Sur une classe de formes de différentielles et sur la théorie des ^y- 
stémes d'éléments. 1 0, 818-338. 

Ces recherchcs ont éiå 1 objet de deux notcs Sur une classe de formes de dif- 
férentielles et sur la théorie des systemes d* elements insérées dans les C om p tes 
rendus des séances de Tacadémic des seiences [de Paris] 104, 1887, 
073—675, 842 — 844. 



KÖNiaSBERGER, leo. 



Né a Posen en Allemague le 15 octobre 1837, professeur u Técole militaire de Berlin en 
1860, professeur extraordinaire k Tuniversité de Greifswald en 1864, professeur ordinaire å la 
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KÖNIGSBERGER, leo. 

méme université cu 1866, ä Tuniversité de Heidelberg eo 1869, a Técole polytechuique de 
Dresden eu 1875, a Tuniversité de Wien en 1877, depnis 1884 professeur a Tuniversité de 
Heidelberg. 

tJber die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ordnung an- 
gehörigen selbständigen Transcendenten. 3, 1—48. 

Les resultats de ce mémoire ODt été önoncés préalablement dans la note: Ober 
die einer beliebigen Differentialgleichung erster Ordnung zugehörigen selbständigen 
Transcendenten (Nachrichten der Gesellsch. d. Wissensoh. za &öttiDgcD 
1883, 219—226). — [Aoalyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1883), 
242—243. (H[ambuuge]r.) — Hullet, d. se. mathém. 11„ 1887; Revue 137—138. 
(G. K.) — Les rdsultats obtcnus ont été utilisés par Tauteur dans le mémoire: 
Beioeis von der Vumöglichkeit der Existenz eines anderen Functionaltheorems als des 
Äbelschen {Jour n.fViv Mathem. 100, 1886, 121 — 136; 101, 1887, 1—72). 

KOWALEVSKl, sophie. 

Née Corvin-Krukowski a Moskwa le JS décembre 1853, docteur us scieuces a Göttingen 
eu 1874, professeur d^analyse supérieure h ruuiversttö de Stockholm depuis 1884. 

trber die Beduction einer bestimmten Klasse Aberscher Integrale 
3**» Banges auf elliptische Integrale. 4, 39S— 414. 

[Analyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 426 — 429. (H[e- 
no]ch.) 

Uber die Brechung des Lichtes in cristaJlinig^chen Mitteln. 6, 249—304. 

Les pages 254 — 279 do ce mémoire contiennent un mémoire de M. K, Weier- 
strass: DEine lotegrationsmethode ftir linearc particlle Differentialgleichungen:^. 

Les resultats contenus dans le mémoire ont été signalés préalablement dans la 
note Om ljusets fortplantning uti ett kristalliniskt medium (öfversigt af [svenska] 
vetenskapsakademiens förhandlingar 41, 1884, n° ^:119 — 121) dont une 
traduction, avcc le titre Sur la propagation de la lumiére dans un milieu cristallisé, 
a été insérée dans les Comptes rendus des séances de 1 académie des 
Sciences [de Paris] 98, 1884, 356—357. — [Analyse] Beiblättor zu den An- 
nalen der Physik 8, 1884, 373—374 (J. E.); 9, 1885, 337. (Htz.). — Revue 
des travaux scientifiques 5 (1884), 360. 

KRAUSE, MARTIN. 

Professeur h Tuniversité de Rostock. 

Sur la transformation des fonctions elliptiques. 3, 93— 96. 

[Analyse:] Jahrb. tlb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1883), 392 — 393. 
(M[Cller].) 
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KRAUSE, AiABTiN. 

Sur la transformation des fonctiona hyperelliptiques de premier ordre. 

3, 153-180. 

. CorrectioD . ^ la .fia du tome 3*. — [Analyse:] Jahrb. tlb. d. Fortschr. d. 
MathetD. 16 (1884), 435—436, (H[eno]ch.) — Bullet. d. .se. mathém. 11„ 
1887; Revue 143. (G. K.) 

Sur le multiplicateur des fonctions hyperelliptiques de preioler ordre. 

3, 288-288. 

[Analyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr. d.. Mathem. 16 (1884), 437 — 438. 

(H[eno]ch.) — Comparez le traité de Tauteur: TXe Tran$formaUon der hyper- 

elliptischen Functiotien erster Ordnung. Nehst Anwendungen (Leipzig, Teubner 1886). 

■ 

KRAZER, ADOLF. 

Né i ZusnÄrshaosen (Bayem) en Allémagne le Vb avril 1858, mattre de conférences & 
Tuniver^itéde. Wurzbarg depiiis 1883. 

t)ber die Verallgemeinerung dei: Biemann'scl:^en Thetaformel. 

, . 3, 240-276. 

jEp cooamiio.^veo M. F. Prym. — «■ [Analyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr* d. Ma- 
them. 14 (1882), 419 — 428. (H. St[ahl].) — Bullet. d. so. mathém. 11„ 
1887: Revue 145. (O. K.) — M. Krazer a utilisé les resultats de-cemémoire 
dans Tarticle tlher Tketafmctionen deren Charakteristiken aus Driitéln ganzer 
Zahlen gebildet strid (Mathem. Ann. 22, 1883, 416—449). 

KRET, HEiNRicä. 

7 ... . . ; 

Né å Hasam eo. Schleswig le 1 avril 1846, particulier, actuelleifient delneatant & Leipzig. 

Einige Anzåhlen :fi& Kegelflächen. 5^83-06. 

Oorrections å la suite de la table des matiéres du iomé 5. — [Analyse:] Jahrb. 
tib. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 605— -606. (Sch[uber3t.) - 

tTber Systeme von Planourven. ' 7, 49—94. 



* • 



LAaUERRE, EDMOND. 

*Né k Bar-le-Duc en France le 9 avril 1834, répétiteur k l'école' polytecirmc|iie en 1864, 
professenr. suppleant de physi^lue matbématiqne au College de F^anoe en 1885, mört å Bar-le- 
Duo le 14 aoAt 1886. ' 

Sur qÄelques points de la théorie.des équatioxis nuinériqsies. , 4, 97— 120. 

[Analyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 69 — 72. (T[oeplitz].) 

LECORNU, LEON FRAN9OIS. ALFRED.. , 

. Né å Gaen (Calvados) en France le 13 janvier 1854, tng^ieur des mines en 1878, mattre 
de conférences å la facolté dea scieAces de Caen depuis 1881. 

Äcta mathematiea, 10. Imprimé le 13 Novembre 1887. Onglet. 
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LECORNU, LEON FRANgOIS ALFRED. 

Sur les BwrtÉyoea poBsédant les mémes planB de symétrie que Tun des 
polyédres regaliers. 10, 2D1— 280. 

Résmné d^na mémoire Bmnnscrit aaquel racadémie des seienees de Paris a 
déeerné en 1886 nne mentiöii honorable. 

LE PAlOE, CONSTANTIN. 

Né k Liége en Belgique le 9 mars 1852, chargé de coun & ranivenité de Liége en 1876, 
profesfleor extraordinaire k la méme aniversité en 1882, professenr ordiniure d^analyae et de 
géométrie dépnis 1885. 

Sur les snrftbces du troisiéme ordre. 8, 181—200. 

CorrectioDS k la fio da tome 3. — Les resultats contenos dans ce ndmoire 
ODt été éooDcés dans deux ootes Sur les surfaces du troisiéme ordre (Comptes 
rendns des séanees de l'académie des seienees [de Paris] 97, 1883, 
34 — 36, 158 — 159, et dans un memoire Sur les surfaces ébt iroisihne ordre 
(Verslagen en mededeelingOB der akadémia van wetensehappeo [Am- 
sterdam]; Afd. Natnurknnde 19, 1884, 328 — 348). — [Analyse:] Jornal de 
sctencias mathematieM 5, 1884, 74. — Jåhrb. Ub. d. Fortsebr. d. Matbem. 16 
(1884), 583—584. (A[ugU8t].) 

Nouvelles recherches sur les surftu^es du troisiéme ordre. 5, 195—202. 

Les resultats contenos dans ce travail ont été exposés sommairement dans la 
note Sur les surfaceé du troisiéme ordre (Comptes rendns des séanees de 
Tacadémie des seienees [de Paris] 98, 1884, 971 — 972), et développés dans 
la note Sur les groupes de points en involution marqués sur une surface (L. e. 09, 
1884, 634 — 538), »insi q«e dans deux mémoires: Sur la géi^oHon de ceriaines 
surfaces par des faisceaux quadrilinéaiires (Btalleiio de Tacadéviie royale de 
Belgiqne 8,, 1884, 238 — 255) et Sur la forms quadrilinéaire ei les surfaces du 
troisiéme ordre (L. c. 8,, 1884, 555 — 563). — [Analyse:] Jahrb. Ub. d* Fortscbr. 
d. Matbem. 16 (1884), 585. (A[uoust].) -- B«Jlet. d. se. metbém. 11,, 1887; 
Revne 143—144. (G. K.) 



LERCH, MATYAS. 



Né k MiUdot (déparlemeDt da Sunce) en BoMme le 20 fémer 1669, maitm de oonférences 
k récole polytechnique tchéqae de Prag depuis 1886. 

Un théorteM de la thébrie des series. 10, Mf-8B. 



LINDELÖE^j LORENS leonard. 



Né k Earvia en Mnlande le 13 novembre 1827, mattre de oonférences d^astronomie k rum- 
versHé de Kéimgfon ea 1855, professeor de matbénaAiqiiei k la niaie omyenilé en 1857, direc- 
teur en cbef de l'admiiii8tratioii c en to a ie dss étahiisso anats d^faiatinelftoB en Flalaode en 1874. 
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LINDELÖF, LORENZ leonard. 
Une question de rentes viagéres. 3, 97—101. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathom. 15 (1883), 175. (L[azaru]8.) 
Ballet. d. se. mathém. 11„ 1887; Revue 140. (G. K.) — Les resultats de ce 
mémoiro ont été utilisés par Taateur dans un mémoire: Statistiska beräkningar 
angående finska civilstatens enke- och pupillkassa (Acta soc. seient. Fennicae 
14, 1885, 1—83). 

LINDSTEDT, änders. 

Né k Sundborn (Dalame) en Saéde le 27 juin 1854, maitre de conférences d^astronomie 
å runiversité de Lund en 1877, astronome adjoint k runiversité de Dorpat en 1879, professeur 
k la meme univeraité en 1883, profesacur k Töcoie polytechniqne de Stockholm depuis 1886. 

tJher ein Theorem des Herm Tisserand aus der Störungstheorie. 

9, 881-384. 

Le tbéoréiDe doDt il sagit a été éooDcé par M. Tisserand daos la note Sur 
un ihéoréme de M. A. Lindstedt concernant le prohléfne des trois corps (C om p tes 
rendus des séances de racadémie des seieDces [de Paris] 98, 1884, 
1207 — 1213) et dans les Annales de Tobservatoire de Paris; Mémoires 
tome 18, 1885. 

LIPSCHITZ. RUDOLPH OTTO SIGISMUND. 

Né }\ Königsberg en Allemagne le 14 mai 1832, mattre de conférences & runiversité de 
Bonn en 1857, profeaseur k Tnniversité de Breslau en 1862, k Tuniyersité de Bonn depuis 1864. 

Sur quelques points dans la théorie des nombres. 

Voir Hermite. 

Sur Tusage des produits inflnis dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

Voir Hermite. 

Déduction arithmétique d*une relation due å Jacobi. 7,95—100. 

Sur une formule do la théorie des fonctions r9. Corrections k la suite de 
la table matiéres du tome 7. 

Zur Théorie der krummen Oberflächen. 10, 131—136. 

Ce mémoire se rattache aux mémoires suivants de Tautcur: Untersuchungen 
iiher die Bestimmung von Oberflächen mit vorgeschriebenen, die Kriimmungsverhält' 
nisse betreffenden Eigenschaften (Sitzungsber. der preuss. Akad. d. Wis- 
sensch. 1882, 1077 — 1087; 1883, 169 — 188); Untersuchungen uber die Be- 
stimmung von Oberflächen mit vorgeschriebenem Ausdruck des lAnearélements (L. c. 
1883, 541 — 560). 

Beweis eines Satzes aus der Théorie der Substitutionen. 10, 137—144. 
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LORTA, GiNO. 

Né k Mantova en Italie le 19 mai 1B62, mattre de conférences k Puniversité de Torino 
en' 1886, professeur de géométrie snpc^rieure k runiversité de Genova depnis 1887. 

Sur une demonstration du théoréme fondamental de la théorie des 
équations algrébriques. 9, 71—72. 

Comparez le mémoire de M. Holst, inséré dans le tome 8, p. 155 — 160. 

MALMSTEN, carl johan. 

Né k Uddetorp (Vestergötland) en Suéde le 9 avril 1814, mattre de conférences k Puni- 
versité d'Upsala en 1840, professeur de matbématiques k la m^me université en 1842, membre 
du ministére suédois en 1859, gouvemeur de la province de Skaraborg en 1866. Mört k Up- 
sala le 11 février 1886. 

Zur Theorie der Leibrenten. 1, 68—76. 

Les pages 75 — 76 coDtiennent une »Nachschrift» de M. E. Sohering. — 
[Aoalyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. Matbena. 14 (1882), 169. (L[azabu]8.) — 
Bullet. d. 80. mathém. 8,, 1884; Revue 136. (J. T[annkry].) 

Sur la formule 

hK = A% — - . Aw; + ^^ . A< ^^^^ . Aw^ + etc. 

' * 2 '*1.2 '^ 1.2.3.4 '* 

6, 1-46. 

Réimpression, corrigée par Tanteur, d'uD mémoire publié dans le Journ. 

fUr Mathem. 35, 1847, 55 — 82. L^original suédois dont oe mémoire est 

une traduetion a paru sous le titre: Om den Eulerska formeln hux = Au, 

Amj H — Attl' + (!) — Amx — &c. dans les Yetenskapsaka- 

21.2 ^^...4 

demiens handlingar 1844 (Stockholm, in-8°), 363 — 406. Les resultats ont 

été resumés dans plusieurs ouvrages, tout derniérement encore dans V Introdudion 

ä la théorie des fonctions (Tune variable par J. Tannery (Paris, Hermann 1886, 

in-8''), 352—363. — [Analyse:] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 

203—205. (H[oppe].) 

MARKOFF, ANDRÉ. 

Né ä Riazan en Russie le 2 juin 1856, professeur k Taniversité de S:t Pétersbourg depuis 
1886. 

Sur une question de maximum et de minimum proposée par M. Tcbe- 
bycheflF. 9, 57-70. 

Comparez VExtrait d'une lettre adressée ä M, Hermite publié dans les Ad- 
nales de Técole normale [de Paris] 3,, 1886, 81 — 88. — La question 
dont il s agit a été proposée par M. Tchebycheff dans la note Sur les valeurs 
limites des intégrales (Journ. de mathém. 19,, 1874, 157 — 160). 
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MATTHIESSEN, ludwig. 



Né k Fissaa (FUrstenthum LUbeck) en Allcmagne le 22 septembre 1830, xnaitre de con- 
' férences å runiversité de Kiel en 1857, sous-rectenr aa lycée de Husum en 1864, professeur or- 
dinatre de physique & runiversité de Rostock depnis 1874. 

Untersuchungen fiber die Lage der Brennlinien eines unendlich diin- 
nen Strahlenbundels gegeneinander und gegen einen Hauptstrahl. 

4, 177-192. 

Les resultats de ce mémoire ont été publiés aussi, sous une fonue uo pcu 
différente, dans Tarticle: Neue Untersuchungen iiber die Lage der Brennlinien un- 
endlich dUnn^r copulirter Strdhlenhiindel gegen eifiander und gegen einen Hauptstrahl 
(Zeitschr. f tt r Mathem. u. Phys. 29, 1884; Supplement 86 — 100. — [Ana- 
lyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 934—935. (W[anoerin].) 
— Beiblätter zu den Annalen der Physik 8, 1884, 680—581. (F.) 



MELLENj ROBERT HJALMAR. 

Né k Törnävä (Österbotten) en Finlande le 19 juin 1854, mat tre de coDférences h Vun\- 
versité de Helsingfors en 1884, professeur k Töcole polytechniqae de Helsingfors depuis 1884. 

tJber die transcendente Punction Q{x)=^ IXx) — P(x). 2, 281-232. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 371—372. 
(M[öller].) — Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 159. (J. T[annery].) 

Eine Verallgemeinerung der Gleichung 

r(i +x)ni-x) = ^^. 3, 102-104. 

[Analyse:] Jahrb. iib. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 233. (H[oppe].) 
— Bullet. d. se. mathém. lig, 1887; Revue 140. (G. K.) 

tJher gewisse durch die Oammaftmction ausdriickbare unendliche 
Producte. 3, 822-824. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 395—396. 
(H[oppe].) — Bullet. d. se. mathém. 11„ 1887; Revue 146. (G. K.) 

Zur Theorie der Gammafanction. 8, 87—80. 

Los resultats de ce mémoire ont été exposés préalablement dans deux mémoircs 
avec lo titre: Om en ny klass af transcendenta funktioner hvilka äro nära be- 
^ slägtade med gammafunktionen (Acta societatis scientiarum Fennicse 14, 
1885; 15, 1886). 

tJber einen Zusammenhang zwischen gewissen linearen Differential- 
und Differenzengleichungen. 9, 187—166. 

Ce mémoire se rattache au travail précédent. 

Arta mathftnatiea. 10. Tmprimé le 98 Octobre 1887. 47 
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MINKOWSKI, HERMANN. 



Né k Alexoten en Russie le 21 juin 1864, mat tre de conférences k TuDiversité de Bonn 
depnia 1886. 

Untersuchungen tiber quadratische Formen. I. BeBtdmmimg der Anaahl 

versohiedener Formen, welohe ein gegebenes Gtenus enthält. 7 , 201—258. 
Ce mémoire a été présenté par Tauteur^ en 1885, k TaDiversité de Königsberg 
i/Pr. pour obtenir le grade do doctorat. — Au mémoire se rattacheDt les rechercbes 
suivantes: Ober positive quadratische Formen (Journ. fUr Mathem. 99, 1886, 
1 — 9); Ober den arithmetischen Begriff der Åquivalem wid iiber die endlicken 
Gruppen linearer ganzzahliger Suhstitutionen (L. c. 100, 1887, 449 — 459); Zur 
Theorie der positiven quadratischen Formen (L. c. 101, 1887, 196 — 202). 



MITTAG-LEFFLER, magnus Gustaf. 



Né å Stockholm le 16 mars 1846, mattre de conférences h Tuniversité d'Up8ala en 1872, 
professeur k runiversité de Helsingfors (Finlande) en 1877 et k Taniversité de Stockholm 
depuis 1881. 

Sur la representation analytique des fonctions monogénes uniformes 
d'une variable indépendante. 4, 1—79. 

Plusieurs des resultats démontrés dans ce mémoire ont été exposés dans les notes: 
En metod att analytiskt framställa en funktion af rationel karakter^ hvilken blir 
oändlig alltid och endast uti vissa föreskrifna oändlighetspunkter, hvilkas konstanter 
äro på förhand angifna (Ofversigt af [svenska] vetenskapsakademiens 
förhandlingar 33, 1876, n° ö:3 — 16); Ytterligare om den analytiska fram- 
ställningen af funktioner af rationel karakter (L. c. 34, 1877, n° 1 : 17 — 32); 
Om den analytiska framställningen af en funktion af rationel karakter med en 
godtyckligt vald gränspunkt (L. c. 34, 1877, n° i : 33 — 43); Om den analytiska 
framställningen af en funktion af rationel karakter med ett ändligt antal god- 
tyckligt föreskrifna gränspunkter (L. c. 34, 1877, n** 2 : SI— 41)'^ Fullständig 
analytisk framställning af hvarje entydig monogen funktion, hvars singulära ställen 
utgöra en värdemängd af första slaget (L. c. 39, 1882, n° 2: 11—45); Om den 
analytiska framställningen af en entydig monogen funktion^ hvilken uti omgif ningen 
af hvarje punkt som är belägen innanföre en viss cirkelperiferi, endast har ett 
ändligt antal singulära ställen (L. c. 39, 1882, n** 4:21—25); Extrait d^une 
leitre ä M. Hermite (Bullet. d. se. mathém. 3„ 1879, 269 — 278); Sur la 
théorie des fonctions uniJ[ormes d'une variable (Comptes rendus des séances 
de Tacadémie des sciences [de Paris] 94, 1882, 414 — 416, 511 — 5J4, 
713 — 715, 781--783, 938—941, 1040—1042, 1105 — 1108, 1163—1166; 
95, 1882, 335—336). — [Analyse:] Jahrb. tlb. d. Fortechr. d. Mathem. 16 
(1884), 351—354. (H[uRWiTz].) 

Demonstration nouvelle du théoréme de Laurent. 4, 80—88. 

Reproduction d'un mémoire publié dans les Mémoires de la société des 
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MITTAG-LEFFLER, magnus gustaf. 

soicDces de Liége 11^, 1885. — Le texte saédois dont ce mémoire est une 
traduction a eté ioséré dans le OfTersigt af [svenska] vetenskapsakade- 
miens förhandliDgar 40, 1883, n° 9: 5 — 13, avec le titre: EU nytt bevis 
för Laurents ieorem, — [Aoalyse:] Jahrb. ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 
350—351. (H[urwit]z.) 

MOLK, JULES. 

Nö a Strasbourg (departement du Bas-Kbiu) en Frauce le 8 décembre 1857, maitre de 
conférences h la faculté des scienecs de Keuncs en 1884, chargé de cours ä la faculté des 
sciences de Besan9on depuis 1885. 

Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité et sur la théorie 
générale de rélimination. 6, 1—166. 

Cc mémoire a été présenté, en 1884, & la faculté des sciences de Paris 
pour obtenir le grade de doctorat. Il contient un développement da grand mémoire 
de M. Kronecker: Grundziige einer arithnetischen Theorie der algebraischen 
Orössen (Journ. fUr Mathom. 92, 1882, 1 — 123). 

NETTO, EUGEN. 

Né A Hallc a/S. en Allemagne le 30 juiu 1846, professeur ä Tuniversité de Strasbourg 
en 1879, u luniversité de Berlin depuis 1882. 

Zur Theorie der Discriminanten. 1, 871—399. 

Ce mémoire se rattaohe k un travail publié avec le mémc titre dans le Journ. 
fttr Mathem. 90, 1880, 164 — 186. — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. 
Mathem. 15 (1883), 52—54. (T[oeplitz].) — Bullet. d. so. mathém. 8„ 1884; 
Revue 151 — 152. (J. T[annery].) 

Zur Theorie der Elimination. • 7, 101—104. 

tJber orthogonale Substitutionen. 9, 296—300. 

Comparcz le théoröme d'algébre de M. Stieltjes inséré dans le tome 6, 
p. 319 — 320. 

NOETHER, MAX. 

N<3 k Mannheim en Allemagne le 25 septembre 1844, maitre de conférences h Tuniversité 
de Heidelberg en 1870, professeur extraordinaire k la méme université en 1874, professeur 
cxtraordinaire a 1' université d'Erlangen depuis 1875. 

Öber die reductiblen algebraischen Ourven. 8, 161—192. 

Un cxtrait de ce mémoire a été publié avec le titre: Ober reducible Curven 

m 

dans les Sitzungsberichte der physikalisch-medizinischen Societät zu 
Erlangen 17, 1885, 13 — 18. 
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PHRAGMÉN, EDVARD. 

Né k Örebro en Snede le 2 octobre 1863, licencié ös sciences en 1886, chargé de coufé- 
rences å TuDiversité de Stockholm 1886. 

Beweis eines Satzes aus der Mannigfaltigkeitslehre. 5, 47—48. 

[Analyse:] Jahrb. tlb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 333. (St[olz].) 

Sur un théoréme concemant les fonctions elliptlques. 7, 88-^2. 

TraductioD de la note: En sats ur de elliptiska funktionernas teori (öfver- 
sigt af [svenska] vetenskapsakademiens förhandlingar 41, 1884, n^ 9: 
199—207). 

tJber die Begrenzungen von Oontinua. 7? 48—48. 

Remaniement de la note: En vy sats inom teorien för punktfnängder (öfver- 
sigt af [svenska] vetenskapsakademiens förhandlingar 41, 1884, n^ i: 
121 — 124). 

PICARD, CHARLES EMILE. 

Né k Paris le 24 jaillet 185Ö, maitre de conféreuces a la faculté des sciences de Paris en 
1877, chargé. de cours k la fkculté des sciences de Toulonse en 1879, et k la faculté des 
sciences de Paris en 1881, professeur k la faculté des sciences de Paris depuis 1886. 

Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires et 
sur les fonctions de deux variables indépendantes restant in- 
variables par ces substitutions. 1^ 29ihr^^- 

[Analyse;] Jahrb. tib. d. Fortschr. d. Mathem. 15(1883), 356—357. (N[ett]o.) 
— Bullct. d. 80. mathém. 8„ 1884; Revue 148—150. (J. T[annery].) — Re- 
vue des trävaux scientifiques 4 (1883), 881 — 882. 

Sur des fonctions de deux variables indépendantes analogues aux 
fonctions modulaires. 2, 114—185. 

Les resultats de ce mémoire ont été énoncés préalablement dans la note Sur 
certaines fonctions unifofmes de deux variables indépendantes et sur un groupe de 
substitutions linéaires (Comptes rendus des séanecs de Tacaddmie des 
sciences [de Paris] 94, 1882, 579—582). — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fort- 
schr. d. Mathem. 15 (1883), 432—434. (H[AMBURaE]R.) — Bullet. d. se. ma- 
thöm. 8,, 1884; Revue 156 — 157. (J. T[annery].) — Revue des t ra vaux scienti- 
fiques 4 (1883), 883—884. 

Sur les formes quadratiques ternaires indéflnies å indéterminées 
conjuguées et sur les fonctions hyperftichsiennes correspondantes. 

6, 121-182. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortochr. d. Mathem. 16 (1884), 385—388. (D[yc]k.) 
— Les recherches de oes trois mémoires ont été poursuivies par Tautcur dans le 
mémoire Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des series hypergéométriques 
(le deux variables (Annales de Técole normale [de Paris] 2,, 1885, 357 — 
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PICARD, CHARLES EMILE. 

384) et dans la troisiéme partie da mémoire Sur les intégrales de äifférenHeUes 
totales de second espéce (Journ. de mathdm. 3^, 1886, 329 — 372). — Com- 
parez aussi le Mémoire sur les formes quadratiques binaires indéfinies ä indétermi- 
néts conjuguées (ÅDDales de Téoole normale [de Paris] 1,, 1884, 9 — 54). 

PINCHERLE, SALVATORE. 

Né å Trieste en Autriche le 11 mars 1858, professeur au lycée de Pavia en 1875, profes- 
seur k runiversité de Bologna depuis 1880. 

Note sur une intégrale déflnie. 7, 381-886. 

Sur certaines operations fonctionnelles représentées par des inté- 
grales déflnies. 10, 153-182. 

Quelques-uns des resultats contenus dans ce mémoire ont été exposés dans les 
notes Buivantes: Sur une formule dans la Ihéorie des fotwtions (Ofversigt af 
[svenska] vetenskapsakademiens förhandlingar. 43, 1886, 51 — 55); Al- 
cune osservazioni sta polinomi del prof Appell (Rendiconti delT aocademia 
dei Lincei [Roma] 3^, 1886, /^:214 — 217): Costruzione di nuove espressioni 
ånalitiche atte a rappresentare funzioni con un numero infinito di punti singolari 
(L. c. 3^, 1887, i: 370— 375); et dans le mémoire Studi sopra alcune opera- 
zioni fundonali (Memorie delT accadc'mia delle scienze delT Istituto di 
^ Bologna 7^, 1886, 393—442). 



POINCARÉ, HENRI. 



Ké & Nancy en France le 29 avril 1854, ingénieur des mines en 1879, cbargé de cours 
a la faculté des sciencea de Gaen en 1879, maltre de conforeuces a la faculté des sciences de 
Paris en 1881, chargé de cours en 1884, professeur de pbysique mathématique en 1886 ä la 
méme faculté. 

Théorie des groupes fachsiens. 1, 1—62. 

Corrections, tome 4, p. 312. — Plusicurs des resultats contenus dans ce mé- 
moire ^nt été énoncés dans une serie de notes Sur les fonciions fuchsiennes in- 
sérées dans les Comptes rendus des séances de Taoadémie des sciences 
[de Paris] (92, 1881, 333—335, 395 — 398, 859—861, 957, 1198—1200, 
1274—1276; 93, 1881, 301—303, 581—582), ainsi que dans la note Sur les 
foncHans uniformes qui se reproduisent par des suhstituHons linéaires (Mathem. 
Ann. 19, 1882, 553 — 564. L'auteur en avait exposé une partie åéjk dans un 
mémoire manusorit présenté en 1880 k faoadémie des- sciences de Paris pour le 
ooncours du grand prix des sciences mathématiques. — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. 
Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 338—344. (D[yc]k.) — Bullet. d. se. mathém. 
7,, 1883, 130—133. (J. T[annery],) — Revue des travaux scientifiques 4 (1883), 
878—879. 
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Mémoire sur les fonctions ftichsiennes. 1$ 193—294. 

CorrectioDs, tome 4, p. 312. — Comparez les notcs Sur les fonctions fuch- 
siennes (Comptcs rendus des séances de racadémie des scieDces [de 
Paris] 94, 1882^ 163 — 166, 1038—1040, 1166—1167). —[Analyser] ,fahrb. 
ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 342—347. (D[yc]k) — Bullet. d. so. 
mathém. 8,, 1884; Revue 145 — 148. (J. T[annery].) — ReTue des travaux 
scientifiques 4 (1883), 879 — 880. — Ces recherches ont été continuées par 
Tauteur dans le mémoire: Les fonctions fuchsiennes et Varithmétique (Jonrn. de 
mathém. 3^, 1887, 405—464). 

Sur les fonctions de deux variables. 2, 97—113. 

Les principaux resultats de ce mémoire ont été indiqués préalablement dans la 

* note Sur les fonctions de deux variahles insérée dans les Comptes rendus des 

séances de Tacadémie des sciences [de Paris] 96, 1883, 238 — 240. — 

[Analyse:] Jahrb. ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 358. (H [amburqe]r.) 

— Bullet. d. se. mathém. 8,, 1884; Revue 156. (J. T[annery].) — Revue 
des travaux scientifiques 4 (1883), 883. 

Mémoire sur les groupes kleinéens. 3, 49—92. 

Corrections, tome 4, p. 312. •-*- La plupart des resultats exposés, dans ce mé- 
moire ont été énoncés succinctement dans les notes Sur les fonctions fuchsiennes 
et Sur les groupes kleinéens (Comptes rendus des séances de raoa^mie 
des sciences [do Paris] 92, 1881, 1484—1487; 93, 1881, 44— 46); — 
[Analyse:] Jahrb. ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 348—351. (D[yc]k.) 

— Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 138 — 140. (G. K.) 

Sur les groupes des équations linéaires. 4, 201—311. 

Comparez les notes Sur les groupes des équations linéaires (Comptes rendus 
des séances de Tacadémie des sciences [de Paris] 96, 1883, 691 — 694, 
1302—1304). — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 
252-257. (D[yc]k.) 

Mémoire sur les fonctions zétaftichsiennes. 5, 209—278. 

[Analyse:] Jahrb. ttb. d. Fortechr. d. Mathem. 16 (1884), 252— 257. (D[yc]k.) 

Sur un théoréme de M. Puchs. 7, 1—32. 

Le théoréme se rapporte ä Texistence, en dehors des équations linéaires, dautres 
classes déquations différentiellcs dont toutes les intégrales particuliéres ont les 
mémes points singulicrs. Ce théoréme a été signalé par M. Fuchs dans le mé- 
moire Vber Differentialgleichungen deren Iniegrale feste Verzweigungspunkte hesitzen 
(Sitzungsberichte der preussischen Akademie der Wissenschaften 1884, 
699 — 710). — Les principaux resultats de ce mémoire ont été exposés dans la 
note Sur un théoréme de M, Fuchs (Comptes rendus des séances de faca- 
démie des sciences [de Paris] 99, 1884, 75 — 77). 
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Sur réquillbre d^une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. 

7, 259-380. 

Les principaux resultats de ce mémoire ont été exposés dans deux notes Sur 
Véquilihre tVune masse fluide animée dun mouvement de rotation (Comptes ren- 
dus des séanoes de racadémie des scicnees [de Paris] 100, 1885, 1068 
— 1070; 101, 1885, 307 — 309), Comparez aussi une note avec le méme titre 
(L. c. 100, 1885, 346 — 348) et les deux notes Sur Véquilihre d'une masse fluide 
animée d^un mouvement de rotation (Bullet. astronom. 2, 1885, 109 — 118, 
405 — 413.) — [Analyser] Beiblätter zu den Annalen der Physik 10, 1886, 
326 — 327. (P. A.) — Pour ce qui concerne le § 5 de ce mémoire, comparez 
aussi la note de M. Matthiessen: Sur Véquilihre d*une masse fluide en rotation 
(Comptes rendus des séances de Tacadémie des sciences [de Paris] 102, 
1886, 857—858) ot la rdponse de M. Poincaré (L. c. 102, 1886, 970—972). 

Sur les intégrales irréguliéres des équations linécures. S, 295-344. 

Comparez les deux notes Sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires 
(Comptes rendus des séances de Tacadémie des sciences [de Paris] 101, 

1885, 939 — 941, 990—991). 

Sur les résidus des intégrales doubles. 9, 321—380. 

Les principaux resultats de ce mémoire ont été exposés dans la note Sur les 
^ résidus des intégrales dauhles (Comptes rendus des séances de Tacadémie 
des sciences [de Paris] 102, 1886, 41—44). 

Remarques sur les intégrales irréguliéres des équations linécures. 

Béponse å M. Thomé. 10, 310-312. 

Cette réponse se rappprte k la Bemerkung zur Theorie der linearen Differen- 

tialgleichungen publiée par M. L. W. Thomé dans le Journ. fUr Mathem. 
101, 1887, 203—208. 

PRYM^ FRIEDRICH EMIL. 

No a Durcn (Rheinprovinz) eii Allemagne le 28 septcmbre 1841, professeur k récole po- 
lytechnique de Ziirich en 1865, professeur k runiversitö de Wiirzbarg depuis 1869. 

]EUn neuer Beweis fiir die Riemann'sche Thetaformel. 3^ ^1—215. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 419—428. (H. 
St[ahl].) — Bullet. d. se. mathém. 11„ 1887; Revue 144. (G. K.) 

Ableitung einer . allgemeinen Thetaformel. 3, 216—239. 

[Analyse:] Jahrb. ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 419—428. (H. 
St[ahl].) — Bullet. d. se. mathém. 11„ 1887; Revue 144—145. (G. K.) 

ITber die Verallgemeinerung der Riemann'schen Thetaformel. 

Voir Krazer. 
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REYE, THEODOR. 

Né It CozhAven en AUemagne le 20 juin 1888, mattie de conférences Ii Técole polytech- 
nique de Ziirich en 1863, professeur k la mAme (kK>Ie en 1867, professeur k Técole polytecb- 
nique d' Aachen en 18.70, depuis 1872 professear k runiveraité de Strasbourg. 

bas Problem der Oonflgurationen. I9 93—%. 

[Apalyse:] Jahrbu ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 14 (1882), 546—547. (W. 
St[ahl].) — Bullet. d. se. mathdm. 8,, 1884; Revae 138. (J. T[annery].) 

Dia Hexaöder- lind die Octaéder-Oonfigurationen (12^, 16,). 1, 97—108. 

Avec une planche. — [Anajyse:] Jahrb. ttb. d. Fortsobr. d. Mathem. 16 (1883), 
549—550, <L[am]p[e].) 

RUNGIE, CARL; 

Né k Bremen le 30 ao6t 1856, roaitre de conférences k Voniversité de Berlin en 1883, 
professeur k runiversité de Hannover depuis 1886. 

ZuT Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 6, 229—244. 

Zur Theorie der analytischen Functionen. 6, 245—248. 

Éntwicklung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung in Summen 
von rationalen Functionen der Ooefficienten. 6, 805—318. 

tJber die auflösbaren Gleichungen von der Form x^ + ux + v = o. 

7, 173-186. 

Uber die Darstellung willkiirlicher Functionen. 7, 38r~892, 

SCHEEFFER, karl ludwig. 

Né k Königsberg i/Pr. le 1 juin 1859, maitre de conférences k Tuniversité de Miinchen 
en 1884, mört k MUnchen le 11 juin 1885. 

Beweis des Laurenfschen Satzes. 4, 375—380. 

[Analyser] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 350—351. (H[uR- 
wit]z.) 

AUgemeine Untersuchungen liber Rectification der Ourven. 5, 49—82. 

Oomparez la note de M. P. duBois-Reymond dans le tome "6, p. 167 — 
168. — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 338—339. 
(St[olz].) 

Zur Theorie der stetigen Functionen einer reellen Veränderlichen. 

6, 188-194, 279-296. 
[Analyse:] Jahrb. ttb. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 340. (St[oI4Z].) 

SCHERINGr, ERNST CHRISTTAN JULIUS. 

Né & Sandbergen an der Elbe (pröa Liinehurg) en AUemagne le 13 jnillet 1833, mattre 
de conférences k Tuniversité de Göttingen en 1859, professeur extraordinaire k la raf*nie uni- 
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SCHERING, ERNST CHRISTIAN JULIUS. 

versité en 1860, professeur ordinaire et eu meme teinps un des tlirecteiirs do Tobservatoire 
astronomiqne depnis 1868. 

Zur Theorie der quadratischen Reste. 1, 153—170. 

[Analyse:] Jabrb. Ub. d. Fortschr. d. Matheoi. 15 (1883), 141. (S[imo]n.) 
— Bullet. d. 8c. mathém. 8„ 1884; Rovue 143 — 144. (J. T[annery].) 

[Zur Theorie der Leibrenten.] 

Voir Malmsten. 



SCHLlFLI, LUDWiG. 



Né u Grasswyl (Canton Bern) en Suisse le 15 janvier 18 14, maitre de coaférences k Tuni- 
versité de Bern en 1847, professeur u la meme université depuis 1853. 



oo 



Ober 

O 



/flin fl v il^ 
-r-T ■ — ; und verwandte Integrale. 7, 1S7— 196. 

sin hx \ + x^ ' 



SCHROETER^ Heinrich eduard. 



Né Ii Kuuigslierg i/Pr. le 8 janvier 1829, maitre de conférences a rnniversilé de Breslau 
en 1855, depuis 1861 professeur ordinaire h. la meme université. 

Beiträge zur Theorie der elliptischen Funktionen. 6, 21)5 -aas. 

1. Demonstration dunc formule duo il M. Cayley (comparez la notc de 
M. Hermite: Sur une relation donnée par M, Cayley dans la ihéorie des fonciiovs 
elliptiques, dans le tome 1, 1883, p. 36S — 370). 2. Formes irratioDoclIes des 
équations modulaires pour les traDsformatioDS du 5", IT, 23*" degré. — [Aoalyae:] 
Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 400—410. (M[Cller].) 



8CHUBERT5 HERMANN CÄSAR HANNIBAL. 



Né }\ Potsdam en Allemagne le 22 mai 18(8, depuis 1876 professeur de matliéniatiques 
}\ la »Gelehrtenschule» de Hamburg. 

Anzahl-Bestimmungen fiir lineare Räume beliebiger Dimension. 

8, 97-118. 



SCHWERING, KARL. 



N6 h Osterwick (Westphalen) en Allemagne le 28 septembre 1846, mattre de conférences 
å Tuniversité de Miinster en 1872, profes.seur de mnthématiqnes au lycée de Brilon en 1875, 
ensttite au lycée de Coesfeld depuis 1878. 

tJber gewisse trinomische komplexe Zahlen. 10, 57-86. 

Correction ä la saitc de la table des matiéres du tome 10. 

Acta mathemattea. 10. Imprimé le 13 NoTembre 1887. 4g 
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SONINE, NIKOLAJ. 



Né h Toula en Russie le 22 février 1849, mattre de couférences & Tuniversité de Varszawa 
en 1872, professeur extraordinaire & la meme uuiversité en 1877, professenr ordinaire depuis 1879. 

Sur la généralisation d'une formule d'Abel. 4, 171—176. 

La formule doDt il sagit se rapportc au calcul ioverse des iDtégrales définies. — 
[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 354—350. (H[urwit]z.) 

■ 

— Rdimprim^ en russe avec quelques additions <ians les SailHCKH HoBOpoccificKaro 
OömecTBa EcTecTBOHcnHTaTO.iefi (O^ecca), 1S85 [Mémoires de la société des 
naturalistes de la Nouvelle Russie k Odessa]. 



SPARRE, MAGNUS LOUIS MARIE de. 



-, _,. ,. dy r fe* sno; en a; . sna;dna; cnxdnxl 

Sur 1 équation ^ + 2v — ^ h 2v. 2v. 

ax L dn aj ' en « ' sn aj J 



Né ii Mannenbacb (canton de Thurgau) en Suisse le 12 mai 1849, soas-lieutenant d'ar- 
tillerie en 1870, lieutenant en 1872, capitaine en 1875, démissionnaire en 1870, professeur de 
matbématiques a la faculté catholique des scicnces de Lyon depuis 1882. 

ena;dn x']dy 

_ dx 

— .-K — »^t)K + i', + I) + -zzrzi^, — ^)(«« + ^ + O 
sn X en x 

ife*en*« T 

+ , g K — »')(*^ + »^ + I) + Ä-'sn*«(n + u + v, + vj(n — i^ — v, — v, + i) + ä i/, 

équation oti v, v^ , v, , désignent des nombres quelconques, n,n^ , », , 72, 
des nombres entiers positifs ou négatifs, et h une constante ar- 
bitraire. 3, 105-140. 289-321. 

Deux mémoires. — [Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16 (1884), 
277 — 279. (H[AMBURaE]B.) — Bullet. d. se. mathém. 11,, 1887; Revue 140 
— 142. (G. K.) 

STAUDE, OTTO. 

Né k Limbach (Sachsen) en Allemagne le 27 mars 1857, maltre de conféreuces k Tuni- 
versité de Breslau en 1883, professeur u Tuniversité de Dorpat depuis 1886. 

Crber hyperelliptische Integrale zweiter und dritter Oattung. 8, 81—92. 

Ccs recherches ont été poursuivics dans les mémoires suivants: Vher Verall- 
gemeinerungen des Graves" schen Theoretns in der analytischen Mechanik (Berichte 
der Sächs. Gesellsch. d. Wissensch. 1886-, Mathem. Cl. 199—206); Dber 
2)eriodische und bedingt pericdische Beweguvgen (Sitzungsber. d. Naturforscher- 
Gesell^chaft bci der Univ. Dorpat 1886); Vber eine Gaitung doppélt reell 
periodischer Fundionen zweier reéller Veränderlicher (Mathem. Ann. 29, 1887, 
467 — 485); Dber bedingt periodische Bewegungen (Sitzungsber. der Natur f.- 
Gesellsch. bci der Univ. Dorpat 1887), aiosl que dans le mémoire signalé 
ci apres. 
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STAUDE, OTTO. 
Uber eine Gattung transcendenter Raumooordinaten. 10, 183-200. 

Couiparez les indioations rclativos au mémoire pröcédent. 

STEEN, ADOLPH. 

No a Kjöbeubavn le 7 octobre 1816, professeur de mathématiqiies k Tccole poI)'technique de 
Kjöbeiihavn en 1853 et en ménic tenips h Tuniversité de la ménle ville ä partir de 1861, in- 
spectenr dos écolcs de Danemarc en 1875, mört h Kjöbeubavn le 10 scptcmbre 1886. 

Note sur certaines équations diflFérentielles linéaires. 3, 277—282. 

[Analyse:] Jahrb. Ub. d. Fortscbr. d. Mathem. 16 (1884), 276—277. (H[am- 
buegeJr.) — BuUet. d. se. matbém. 11,, 1887; Revue 145 — 146. (6. K.) 

STENBERG, emil arvid. 

Né a Helsingfors en Finlande le 14 fcvrier 1858, muitre de confércnces a Tuniversité de 
Helsingfors en 1886. 

Einige Eigenschaften der linearen und homogenen Differentialglei- 
chungen. 8, 119—154. 

Extrait d uno tb^sc publiéc avcc lo momc titrc cd 1885 et présentéc ä Tuni- 
vcrsité de HclsiDgfors pour obtenir le grade do doctorat. 

Sur un cas special de Téquation différentielle de Lame. 10, 339—348. 
STEIiN. MORITZ. 

i 

Né ti Franktfurt a/M. en Alleniagnc le 29 juin 1807, niaitre de conféi*euces k Tuniversitc 
de Göttingen en 1829, professeur extniordiuaire u la meme uuiversitc en 1848, professeur 
ordinaire depuis 1859. 

Eine Bemerkung iiber Divisorensummen. 6, 327—828. 

Comparcz la DOto de M. Zklleb, inscréc dans lo toiue 4, p. 415 — 416. 

Sur un théoréme de M. Hermite relatif å la fonction E{x). 8, 98—96. 

Le thcoremc doot il stigit a 6tc signalé par M. Hermite daDS le tome 5, 
p. \Mb, 

Sur la valeur de quelques series qui dépendent de la fonction E{'JC), 

10, 53-56. 
CorrectioD ä la suite do la (ablc des matiércs du tomc 10. 

STIELTJES, THOMAS jean. 

No a Zwolle en Pays-Bas le 29 décenibre 185G, astronome adjoiut a Tobservatoire de Jjoiden 
1877—1883, chargé de cours å la faculté des sciences de Toulouse depuis 1886. 

Un théoréme d^algébre. 6, 319-320. 

Comparez la note de M. Netto insérée dans le tome 9, p. 295 — 300. 
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Sur certains polynömes qui vériflent une équation différentielle linéaire 
du second ordre et sur la théorie des fonctions de Lame. 

6, 321-326. 

a 

Note sur un développement de lintégrale Jefdx. 9, 167—176. 

o 

Sur les racines de Téquation X„ = o. 9, 385-400. 

Table des valeurs des sommes St = Z/*-*. 10, 2U9— 302. 

TCHEBYCHEFF, pafnutij. 

Né a Borowsk (pK)s Moskwa) en Kassie le 14 mai 1821, agrégé a racadémie des sciences 
de S:t Pétersbourg en 1858, membre ordinaire de la méiue académie depuis 1859, ci-devaut pro- 
fesseur å runiversité de S:t Pétersbourg. 

Sur la representation des valeurs limites des intégrales par des résidus 

intégraux. Tradult du russe par Sophie Kowalevski. 9, 35—56. 

Traduction du mémoirc: O npcACTaBJieHiM npoA^-i^Kuxt BeJiHiHHt HHTer- 
pajoBi» nocpeACTBOM^ HHTcrpa.iLiiuxt bhmctobt>. CåHKT-IleTepByprb 188.5. 
(AppeDdicc au tomc 51 des AoDales de racadémie des soicncos do S:t Pdtcrsbourg.) 

Sur les sommes composées des coefficients des series å termes positifs. 

9, 182-184. 

VALENTINER, hermann. 

Né k Gjorslöv (Sjielaiid) en Daueniaic lo 8 mai 1850, professeiir de matbématiques a 1 ecole 
suporieure militaire a KjObenhavu en 1887. 

Zur Theorie der Raumcurven. 2, 136-230. 

Co mcmoirc conticnt udc cxtcnsion et un reiuaDicojcDt de la thbsc: Bidrag til 
Rumcurvernes Theorie (Kjöbenhavn 1881). — [Analysc:] Jahrb. iib. d. Fortschr. d. 
Mathom. 15 (1883), 563—565. (R[oh]n.) — Bullct. d. se. matbém. 8,, 1884; 
Revue 157 — 159. (J. T[annery].) 

WEBEll, HEINRICH. 

Né a Heidelberg en Allemague le 5 mars 1842, maitre de conférences ii Tuniversité de 
Heidelberg 1866 — 1809, professeur extraordinaire a la ménie uuiversitö en 1869, professeur ä 
Técole polytechnique de Ziirich 1870—1875, a runiversité de Königsberg 1875—1883, å Técole 
polytechnique de Berlin 1883—1884, »i Tuniversito de Marburg depuis 1884. 

Zur Theorie der elliptischen Punctionen. 6, 329—416. 

Theorie der Aberschen Zahlkörper. I. AbePsohe Körper und Kreiskörper. 
II. IJber die Anzahl der Idealolassen and die Einheten in den Kreis- 
körpern, deren Ordnung eine Fotenz von 2 ist. III. Der Elroneoker^sohe 
Satz. IV. XJber die Bildung AbePsoher Körper mit gegebener Oruppe. 

8, 198-263. 9, 105-130. 
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WEIERSTRASS, karl. 



No ä Osterfelde (Hegierungsbezirk Miiustcr) eu Allemagnc le 31 octobrc 181(3, professeur de 
inatbématiques a Deatsch-Crone en 1842 et a Brauiisberg en 1848, professeur exiraordiuaire a 
riiniversito de Berlin et a Técole des arts et des métiers (Gewerbe-Institut) en 1856, professeur 
ordinaire a la méme université depuis 1864. 

Sur la théorie des fonctions elliptiques. Traduit de rallemand par A. 

Pautonnier. 6, 169-228. 

Le texte allemand de ce mémoirc a étc publid avec lo titrc: Zur Theorie der 

ellipiischen Functionen dans Ics Sitzungsbcrichtc dor preussischen Akadcmie 

der Wissenschaftcn 1883, 95 — 105, 163 — 173, 621—647. 

[Eine Integrationsmethode fiir lineare partielle Differentialgleichungen]. 

Voir KOWALEVSKI. 



WEINGARTEN, julius. 



Nu å Berlin le 25 mars 1836, profeaseur n rat^duiiiiu rnyale des arcbitectes (Baiiakademie) 
de Berliu depuis 1864. 

Zur Theorie des Flächenpotentials. 10, 303-309. 

ZELLER, CHRISTIAN JULIUS JOHANNES. 

Né A Miihlbausen pres Stuttgart en Alleiuague le 24 juin 1822, prufesseur de inatbéma- 
tiques au sémiuaire de Schoeuthal 1848 — 1854, curé a Scböckingen en 1854, depuis 1874 recteur 
au scDiinaire de Markgröniogen (Wiirtcniberg). 

Zu Eulers Becursionsformel fiir die Divisorensummen. 4, 415-416. 

Comparcz la uotc do M. Stkrn insorcc dans lo tomc 6, p. 327 — 328. — 
[Analysc:] Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 16(1884), 147 — 148. (S[imo]n.) 

Kalender-Formeln. 9, 13.1—136. 

Cos formulcs ont c to sigoalce» aus»i dans la do to : Frohlema duplex calendarii 
fundame^Uale (Bullet. de la soc. uatbém. do Francc 7, 1883, 511 — 61) et 
dans los Matbcmatiscb-DaturwisäODSohaftlicbo MitthciluDgon (Tubingen) 
Höft 2, 1885, p. 54. 

ZEUTHEN, HIERONYMUS GEORG. 

Nu a Grimstrup (Jylland) en Daucmarc le 15 février 1839, luaitre de couféreuces a Tuni- 
versito de Kjubenbavu en 1871, professeur extraordinaire a la in^jmc université en 1883, pro- 
fesseur oi^ioaire depuis 1886. 

Sur un groupe de théorémes et formules de la géométrie énumérative. 

. 1 , 171-188. 

L autcur présento une formule, quil avait indiquco précédcmnioDt dans la note 
Nouvelle demonstration de théorémes sur les series de poxnts correspondants sur 
deux courbes (Matbcm. Add. 3, 1870, 150 — 156), soua udo formc duo k M. 
Halphkn (voir la note Sur les correspondances entré les points de deux courbes, 
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ZEUTHEN, HIEKONYMUS GEORG. 

Bulletin do la soc. matlicm. de Francc 5, J877, 7 — 18). — [Analysc:] 
Jahrb. Ub. d. Fortschr. d. Mathem. 15 (1883), 566—568. (Sch[uber]t.) — 
Bullet. d. se. inathéra. 8,, 1884; Revue 144 — 145 (J. T[annery].) — A ce 
mémoire se rattachc unc notc Sur un prohUme de Sieiner publicc dans le Bullet. 
d. se. inathdm. 11,, 1887, 82—86. 

Sur les pentaédres complets inscrits ét une surface cubique. 5, 203—204. 

Ccttc note fait suitc å 1 article précédent de M. Le Paige: Nouvelles recherches 
&ur les surfaces du troisiéine ordre, — [Analyser] Jahrb. Ub. d. Fortsehr. d. 
Mathcui. 16 (1884), bWl, (R[einhar]dt.) 



N. H. Abel. 

Portrait (iiéliotypie); au comnicnceiueDt du tome 1. 

Weierstrass. 

Portrait (iicliotypie); au couimcncement du tome 7. 

[Avant-propos de la rédaction.] 

Au commencement du tome 1 (2 pages). — En allemand et en frangais. 

[Annonce de la mört de Hj. Holmgren et C. J. Malmsten.] 

Au eommencemcnt du cahier 7 : 4 (2 pages). 

[Communication sur un prix de mathématiques fondé par le roi 
Oscar IL] 7, i-VL 

En allemand et en fran^ais. — Gette communication a aussi etc publiée sd* 
parément en suédois, danois, fran^ais, allemand et anglais. — [Reproductions ou 
traductions:] Paris, Acad. d. se, Comptcs rendus 101, 1885, 53 J — 533. — 
Revue scicntifique 36, 1885, 318—319. — Giorn. di matem. 23, 1885, 244 
— 246. — Deutsche Litteraturz. 6, 1885, 1254 — 1255. — Leipzig, Astronom. 
Gesellsch., Viertcljahrsschr. 20, 1885, 210 — 213. — Quarterly journ. of mathem. 
21, 1886, 200 — 212. — Washiinjton, Smithsonian Institution, Annual report 
1885, n° J, 331—333. — Cronica eientifica 9, 1886, 34 — 36 (en espagnol). — 
<l>H3HK0-MaTeMafn4ecKUl uaVKH 1, 1885, B: 193 — 196 (en russe). 

Preisaufgabe der fiirstlich Jablonowski'schen Gesellschaft fiir das 
Jahr 1889. 8, 264. 
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1. ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE. — ALGÉBRE 

ET THÉORIE DES NOMBRES. 

BEROER. DÉDUCTION DE QUELQUES FORMULES ANALYTIQUES I)'UN TIlÉO- 
REME ÉLÉMKNTAIRE DE LA TIlÉORIE DES NOMBRES. 9, 301 — 320. 

HÄCKS. EiNiGE Sätze Cber Summen vox Divisoren. 9, 1 77-— 181. 
HÄCKS, t) BER Summen von grössten Ganzex. 10, 1—52. 

HERMITE ET LIPSCHITZ. SuR QUELQUES rOIXTS DANS LA THEORIE DES 
NOMBRES. . 2, 299 — 304. 

HERMITE. Sur QUELQUES CONSÉQUENCES ARITIIMETIQUES DES FORMULES 
DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5, 297 — 330. 

HOLST. Beweis des Satzes dass eine jede algebralsciie Gleiciiung 

EINE WURZEL HAT. 8, 155 — 100. 

LAGUERRE. SuR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES EQUATIONS 
NUMÉRIQUES. 4, 97 — 120. 

LIPSCHITZ. DÉDUCTION ARITIIMÉTIQUE d'UNE RELATION DUE A JaCOBL 

7, 95-100. 

LIPSCHITZ. Beweis eines Satzes aus der Theorie der Substiiv- 

TIONEN. 10, 137 — 144. 

LORIA. Sur une demonstration du théoréme fondamental de la 

THÉORIE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 9, 71—72. 

MINKOAVSKI. Untersuchungen Cber quadratische Formen. I. Be- 

STIMMUNO DER Anzahl verschiedener Formen, weix^he ein ueuehknes Genus enthält. 

7, 201—258. 

MOLK. Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité et 

SUR LA THÉORIE GÉnÉRALE DE i/ÉLIMINATION. 6, 1 — 1 ()f). 

NETTO. ZuR Theorie der Discriminanten. 1, 371—399. 

NETTO. ZuR Theorie der Eliminatioj^. 7, 101 — 104. 

NETTO. Uber orthogonale Substitutionen. 9, 295—300. 
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NOETHER. tTfiER DIE REDUCTIBLEN ALGEBRAISCIIEN CuRVEN. 

8, 161 — 192. 

RUNGE. Entwicklung der Wurzeln einer algebralschen Glei- 

CHUNG IX SUMMEN VON RATIONALEN FuNCTIONEN DER CoEFFICIENTEN. 

6, 305—318. 

RUNOE. ObER DIE AUFLÖSBAREN GlEIOIIUNGEN VON DER FoRM 

x' + ux + V = O. 7, 173—18(5. 

SCHERING. ZUR TlIEORIE DER QUADRATISCHEN ReSTE. 1, 153 — 170. 
SCH^VERING. UbER GEWISSE TRINOMISCIIE KOMPLEXE ZaHLEN. 

10, 57-86. 

STERN. EiNE Bkmerkung Ober Divisorensummen. 6, 327—328. 

STERN. Sur un TiiÉOREME DE M. Hermite relatif a la fonction 
E{x). 8, 93—96. 

STERN. Sur la valeur de quelques series qui dépendent de la 

FONCTION E{x). 10, 53 — 56. 

STIELTJES. Un TIIÉOREME d'algebre. 6, 319—320. 

STIELTJES. Sur les racines de l'équation X„ = o. 9, 385—400. 

WEBER. TnEORlE DER AbEI/sCHEN ZaIILKORPER. i. Abel'sCHE KÖRPER 
UND KrEISKÖRPER. II. CbER DIE AnZAHL DER IdEALCLASöEN UND DIE KiNHEITEN IN 
DEN KrEISKÖRPERN, DEREN OrDNUNCI EINE POTENZ VON 2 IST. XII. DeR KrONECKEr'- 
SCHE SaTZ. IV. UbER DIE BlLDUNO AbEI/sCHER KÖRPER MIT GEGEBENER GrUPPE. 

8, 193-263; 9, 105 — 130. 

ZBLLER. Zu Eulers Kecursionsformel fCr die Divisorensummen. 

4, 415—416. 

ZELLER. Kalender-Formeln. 9, 131 — 136. 

2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG. — THÉORIE 

DES PROBABILITÉS. 

LTNDELÖP. UnE QUESTION DE RENTES VIAGERES. 3, 97 — 101. 

MALMSTEN. ZuR TlIEORIE DER LeIBRENTEN. 1, 63 — 76. 

3. ALLGEMEINE FUNKTIONENTHEORIE. — THÉORIE 

GÉNÉRALE DES FONCTIONS. 

BENDIXSON. Quelques tiiéoremes de la tiiéorie des ensembles de 

points. 2, 415—429. 

CANTOR. Sur une proprieté du systeme de tous les nombres algé- 

BRIQUES RÉELS. 2, 305 — 310. 
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CANTOR. UnE CONTHIBUTION a la THÉOKIE des ENSExMBLES. 2, 311 — 328. 

CANTOR. Sur les series trigonométriques. 2, 329—335. 

CANTOR. EXTENSION d'uN THÉOREME DE LA THÉORIE DES SERIES TRI- 
GONOMÉTRIQUES. 2, 336— 348. 

CANTOR. Sur les ensembles infinis et linéaires de points. I — IV. 

2, 349—380. 

CANTOR. Fondements d'une théorie générale des ensembles. 

2, 391—408. 

CANTOR. SUK DIVERS THÉORÉMES DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES DE 
POINTS SITUÉS DANS UN ESPACE CONTINU A N DIMENSIONS. PrEMIÉ:RE COM- 

MuiricATiON. 2, 409 — 414. 

CANTOR. De la puissance des ensembles parfaits de points. 

4, 381—392. 

CANTOR. Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punct- 

MENGEN IN EINEM W-FACII AUSGEDEHNTEN STETIGEN RaUME G„. ZW£ITK 
MiTTHEILUNO. 7, 105 — 124. 

DU BOIS-REYMOND. UbER DEN BeGRIFF DER LÄNGE EINER CuRVE. 

6, 167—168. 

MALMSTEN. SuR LA FORMULE 

Äw; == Aw, — - . Aw; + ^^i^ . Au'J ^— . Au];" + etc. 

* ' 2 ''l.2 ' 1.2.3.4 '• 

5, 1—46. 

MARKOFF. Sur UNE QUESTION DE MAXIMUM ET DE MINIMUM PRO- 
POSÉE PAR M. TCHEBYCHEFF. 9, 57 — 70. 

PHRAGMÉN. Beweis eines Satzes AUS DER Mannigfaltigkeitslehre. 

5, 47— 48^ 

PHRAGMÉN. 0BER DIE BeGRENZUNGEN VON CONTINUA. 7, 43 — 48. 

RUNGE. Cber DIE Darstellung willkOrliciier Functionen. 

7, 387^392. 

SCHEEFFER. Allgemeine Untersuciiungen Ober Rectification der 
Curven. 6, 49—82. 

SCHEEFFER. ZUR TlIEORIE DER STETIGEN FUNKTIONEN EINER REELLEN 

VeränderlICHEN. 5, 183—194, 279 — 296. 

SONINE. Sur la gener alisation d'une formule d'Abel, 4, 171—176. 

• - a- 

STIELTJES. NOTE SUR UN DÉVELOPPEMENT DE l/lNTEGRALE fé^^dx. 

o 

9, 167 — 176. 

A€ta mathemoU€«t, 10. Imprlmé le 9 Korembre 1887. 49 
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TCHBBYCHBFP. SuR LA REPRESENTATION DES VALEURS LIMITES DES 
INTÉGRALES PAR DES RESIDUS INTEGRAUX. TrADUIT DU RU88E PAR SOPHIE 
KOWALEVSKI. 9, 35 — 56. 

TCHBBYCHEFF. SUR LES SOMMES COMPOSÉES DES COEPFICIENTS DES 
SERIES A TERMES POSITIFS. 9, 182 — 184. 



4. THEORIE DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN. ALL- 

GEMEINES. — THÉORIE DES FONCTIONS 

ANALYTIQUES. GÉNÉRALITÉS. 

APPELL. Sur les fonctions uniformes d'un point analytique {x , y). 

1, 109—131, 132—144. 

APPELL. Développements en série dans une aire limitée par des 
ARCS de cerclk. 1, 145—152. 

APPELL. Sur une classe de fonctions de deux variables indépen- 

DANTES. . 2, 71—80. 

BENDIXSON. Sur une extension a l'infini de la formule d^inter- 

POLATION DE GaUSS. 9, 1-^-34. 

GOURSAT. Sur un théoreme de M. Hermite. 1, 189—192. 

GOubSAT. Sur une classe de fonctions représentées par des inté- 

GRALES DÉFINlES. 2, 1 — 70. 

GOURSAT. Demonstration du theokeme de Cauchy. 4, 197—200. 
GOURSAT. Sur une classe d'intégrales doubles. 5, 97—120. 

LBRCH. Un théoreme de la théorie des series. 10, 87-- 88. 

MITTAG-LE FFLER. SuR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE DES , FONC- 

'TlONS MONOGENES UNIFORMES d'uNE VARIABLE INDÉPENDANTB. 4,» 1--79. 

MlTTAG-LEFFLER. DEMONSTRATION NOUVELLE DU THJSOREME DE LAU- 
HENT. 4, 80 — 88. 

PINCHERLB. NOTE SUR UNE INTÉGRALE DEFINIE. 7, 381 — 386* 

PINCHERLE. Sur certaines operations fonctionnelles représentÉbh 

tAR DES INTÉGRALES DEFlNIES. JO, 153— 182. 

POINCARÉ. Sur les fonctions de deux variables. 2, 97—113. 
POINCARÉ. Sur Lps résidus des intéorales doubles. 9, 321—380. 

RUNGE. Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 

6, 229—244. 
RUNGE.' Zur Theorie der analytischen Functionen. 6, 245—248. 
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SCäfiEFFER. Beweis dks Laurent'schen Satzes. 4,-375—380. 

00 

SCHIiÄFIil. CbEB i -r—i : ; UND VERWANDTE InTEOBALE. 

/ sin 6a; I + » . 

o 

7, 187-196. 



5. THEORIE DER ANALYTISCHEN FUNKTIONEN. BESON- 

DERE FUNKTIONEN. — THÉORIE DES FONCTIONS 

ANALYTIQUES. FONCTIONS SPÉCIALES. 

BOURGUBT. NOTE SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 1, 295 — 296. 

BOURGUET. Sur quelques intégrales définies. 1, 363—367. 

BOURGUET. Sur les intégrales eulériennes et quelques autres 

FONCTIONS UN1F0RMES. 2, 261 — 295. 

BOURGUET. Sur la fonction eulérienne. 2, 296—298. 

CASORATI. Les fonctions d'une seule variable a un nombre quel- 

CONQUE DE PÉiaODES. 8, 345 — 359- 

CASORATI. Les lieux fondamentaux des fonctions inverses des 
intégrales Abéliennes et en farticulier des fonctions inverses des 
intégralf^ elliptiques de 2°** et 3™° espece. 8, 360—386. 

FALK. Beweis eines Satzes aus der Theorie der elliptischen Func- 

TIONEN. 7, 197 — 200. 

HERMITE. Sur une relation donnée par M. Cayley, dans la théorie 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 1, 368 — 370. 

HERMITE ET FUCHS. SuR UN DÉVELOPPEMBNT EN FRAGTION CONTINUE. 

4, 89—92. 

HERMITE ET LIPSCHITZ. SuR l'uSAGE DES PRODUITS INFINIS DANS 
LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 4, 193 — 196. 

HUMBERT. Sur les INTÉGRALES ALGÉBRIQUES DE DIFFÉRENTIELLES AL- 
GÉBRIQUES. 10, 281—298. 

KOBB. Sur LE MOUVEMENT d'uN POINT MATERIEL SUR UNE SURFACE DE 
REVOLUTION. 10, 89 — 108. 

KQV^ALEVSKI. tFBER DiE Reduction einew bestimmten Klasse Abel'- 
SCHER Integrale 3**° Ranges auf elliptische Integrale. 4, 393—414. 

KRAUBBf Sur J/A transformation des fonctions klliptique& 

3, 93—96, 
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KRAU8E. Sur la transfokmation des fonctions hyfkrklliptiquks de 

PREMIER ORDRE. 8, 153 — 180. 

KRAUSB. Sur le multiplicateur des fonctions hyperelliptiques de 

PREMIER ORDRE. 8, 283— 288. 

KRAZER UND PRYM. UbER DIE VeRALLGEMEINERUNG DER RiEMANN'- 

SCHEN Thetaformel. 3, 240—276. 

MELLIN. CTber die transcendente Function Q{x) = I\x) — P{oc). 

2, 231—232. 

MELLIN. ElNE VeRALLGEMEINERUNG DER GlEICHUNG 

Fil +x)r{l—x)=-^. 3,102-104. 

MELLIN. Dber gewisse dukch die Gammafunction ausdrOckbare 

UNENDLICHE PrODUCTE. 8, 322 — 324. 

MELLIN. ZuR Theorie der Gammafunction. 8, 37—80. 

PHRAGMÉN. Sur un théoreme concernant les fonctions elliptiques, 

7, 33-42. 

PICARD. Sur une classe de groupes discontinus de substitutions 
linéaires et sur les fonctions de deux variables indépendantes res- 
tant invariables par ces substitutions. 1, 297—320. 

PICARD. Sur des fonctions de deux variables indépendantes ana- 
LOGUES Aux fonctions modulaires. 2, 114—135. 

« 

PICARD. Sur les formes quadratiques ternaiues indéfinies a indé- 

TERMINÉES CONJUGUÉES et sur les fonctions HYPERFUCHSIENNES gORRES- 
PONDANTES. 5, 121 — 182. 

POINCARÉ. Theorie des groupes fuchsiens. 1, 1—62. 

POINCARÉ. MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES. 1, 193 — 294. 

POINCARÉ. MÉMOIRE SUR LES GROUPES KLEINÉENS. 3, 49 — 92. 

POINCARÉ. MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS ZÉTAFUCHSIENNES. 6,209 — 278. 

PRYM. ElN NEUER BeWEIS FOR DIE RiEMANN'sCHE ThETAFORMEL. 

8, 201—215. 
PRYM. Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. 3, 216—239. 

SCHROETBR. Beiträge ZUR Theorie der elliptischen Funktionen. 

6, 205—208. 

STATJDE. XTber hyperelliptische Integrale zweiter und dritter 
Gattung. 8,-81—92. 

IglTAUDE, 0BPR JSJNi: GaTTVNG TRANSCENDJfiNTjm RaUMCOORDINATEN. 

10, 183—200. 
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6TIELTJES. Table de8 valeuks des sommes S^ = S^w"*. 

I 

10, 299 — 302. 

^VEBER. ZuR Theouie D¥A{ elliptischen Functionen. 6, 329—416. 

WEIERSTRASS. SUU I.A TIIÉOIUE DES FONCTIONS ELLIPT1QUE8. TeADUIT 
DE LALLEMAND PAB A. PaUTONNIER. 6, 169 — 228. 



6. THEORIE DER GEWÖHNLICHEN DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN. — THÉORIE DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 

ELLIOT. Sur une équation lineaire du second ordre a coefficients 

DOUBLEMENT PEHIODIQUES. 2, 233 — 260. 

FUCHS. 0BER LINEARE HOMOGENE DlFFERENTlALGLElCHUNGEN, ZWISCHEN 

DEREN Integralen iiomogene Relationen iiöheren als ersten Grades 

BESTEHÉN. 1, 321—362. 

HALPHEN, Sur les invariants df^ equations différentielles li- 

NÉAIRES du QUATRIÉME ORDRE. 3, 325 — 380. 

KÖNIOSBERGER. Ober die einer beliebigen Differentialglei- 
chung erster Ordnung angehörigen selbständigen Transcendenten. 

3, 1—48. 

MELLTN. Ober einen Zusammeniiang zwischen gewissen linearen 
Differential- und Differenzengleichungen. 9, 137 — 166. 

POINCARÉ, Sur les groupes des equations linéaires. 4, 201—311. 

POINCARÉ. Sur un théoréme de M. Fuchs. 7, 1—32. 

POINCARÉ. Sur les intégrales irréguliéres des equations linÉt 
aires. 8, 295—344. 

POINCARÉ. ReMARQUES sur les integralens irréguliéres des ÉQUA- 
TIONS LINÉAIRES. 10, 310 — 312. 

SPARRE. Sur l^équation etc. 3, 105 — 140, 289—321. 

STEEN. NoTE sur certaines équations différentielles linéaires. 

3, 277—282. 

STENBERG. ElNIGE ElGENSCHAFTEN DER LINEAREN UND H0M0GENBN 
DlFFERENTlALGLElCHUNGEN. 8, 119 — 154. 

STENBERG. SuR UN CAS SPECIAL DE l'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE 

Lamé. 10, 339—348. 
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STIELTJES. Sur certains polyn6mes qui vérifient une équation 

DIFFÉRENTIELLE LINKAIRE DU 8BC0ND ORDRE ET SUR LA THEORIE DES FONC* 

TIONS DE Lame. 6, 321—326. 



7. THEORIE DER PARTIELLEN DIFFERENTIAL- 

GLEICHUNGEN. — THEORIE DES ÉQUATIONS 

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

APPELL. Sur les fonctions de trois variables reelles satisfaisant 

A l'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE AF = O. 4, 313—374. 

DARBOUX. Sur L'ÉquATiON aux dérivées partielles du troisiéme 
ORDRE des systemes orthogonaux. 4, 93—96. 

KOWALEVSKL (Tber die Brechung des Lichtes in cristallinischen 

MiTTELN. 6, 249 — 304. 

W^EINGARTEN. ZuR Theorie DES Flächenfotentials. 10, 303—309. 



8. GEOMETRIE. — GÉOMÉTRIE. 

CRONE. Sur une espece de courbes symétriques de la sixiéme classe. 

2, 81—96. 

DOBRINER. DiE Flächen constanter KrCmmung mit einem System 
sphärischer KrCmmungslinien dargestellt mit Hilfe von Thetafunc- 
tionen zweier Variabeln. 9, 73—104. 

DOBRINER. Die Minimalflächen mit einem System sphärischer 
KrOmmungslInien. 10, 145—152. 

fiedler. 0ber die durchdringung gleichseitiger rotationshyper- 
boloide von parallelen axen. 5, 331—408. 

KOENIOS. Sur une classe de formes de différentielles et sur la 

THEORIE DES SYSTEMES d'ÉLÉMENTS. 10, 313—338. 

KREY. Einige Anzahlen fOr Kegelflächen. 5, 83—96. 

KREY. tJBER Systeme VON Plancurven. 7, 49—94. 

LECORNU. Sur les surfaces possédant les mémes plans de symbtrib 
QUE l'un des polyédres réguliers. 10, 201—280. 

LE PAIGE. Sur les surfaces du troisiéme ordre. 3, 181—200. 

LE PAIGE. NOUVELLES RECHERCHES SUR LES SURFACES DU TROISIÉME 

ordre. 5, 195—202. 

LIPSQHITZ. ZuR Theprie der krummen Oberfläch^jn. 10, 131— X3 6, 
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MATTHIBSSBN. Untersuchungen Ober dte Lage der Brennlinien 

EINES UNENDLICH DONNEN StRAHLENBONDELS GEGENEINANDER UND GEGBN 

EiNEN Hauptstrahl. 4, 177—192. 

RBYE. I) AS Problem der Configurationen. 1, 93—96. 

RBYE. DiE HeXAÉDER- UND DIE OcTAEDER-CoNFIGURATIONEN (l2g, 163). 

tj 97—108. 

SCHUBBRT. Anzahl-Bestimmungen fOr lineare Räume beliébiger Di- 
mension. 8, 97—118. 

VALBNTINBR. ZuR Theorie DER Raumcurven. 2, 136—230. 

ZBUTHBN. Sur un groupe de théoremes et formules de la géo- 

MÉTRIE ÉNUMERATIVE. . 1, 171 — 188. 
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